CHAPITRE 9
Intégrales triples.

Dans ce chapitre, nous définirons I'intégrale triple d'une fonction f(z,y, z) sur une région bornée de R?
et nous présenterons quelques-unes de ces propriétés. Ensuite nous verrons comment calculer ces intégrales
au moyen d’intégrales itérées. Nous conclurons ce chapitre en discutant des coordonnées cylindriques et
sphériques et du théoréeme de changement de variables pour l'intégrale triple dans ces cas particuliers.

Soient R, une région bornée de R?, c’est-a-dire que R est contenue dans un parallélipipede rectangle
suffisamment grand, et f(z,y, z) une fonction définie et bornée sur R. On définit I'intégrale de f(z,y, z) sur

R, que 'on note
J[[ 1@z drdyas
R

lim Zf(%,%ﬂi) AV;,
=1

comme étant la limite

n=550
max{3;|1<i<n}—0

pour laquelle nous considérons toutes les subdivisions de la région R en n sous-régions: Ri, Ro, ..., Ry, dont
le diametre de R;, c’est-a-dire la distance maximale entre deux points quelconques de R;, est noté §;, en y
laissant n, le nombre de ces sous-régions devenir de plus en plus grand et le maximum max{d;|1 < i < n} des
diametres de ces sous-régions devenir de plus en plus pres de zéro; de plus dans cette définition, (x;,y;, 2;)
peut étre n’importe quel point de R; et AV} est le volume de la sous-région R;.

Cette limite n’existe pas toujours. Cependant si R est une région bornée, f(x,y, z) est continue sur R et
que le bord de R consiste en une réunion finie de surfaces lisses, alors I'intégrale triple [[]’ rf(xy, z)dzdydz
existe. Dans ce dernier cas, il est possible d’interpréter l'intégrale triple dans le cas ot f(z,y,z) > 0 pour
tout point (z,y,z) de R et que I'on considére comme une fonction de densité comme étant la masse de R. 11
est aussi possible de vérifier & partir de la définition de I'intégrale que [[[}, dx dy dz est égale au volume de
R. Dans ce dernier cas, la fonction a intégrer est la fonction constante f(z,y,z) = 1 et nous supposons que
la région R est bornée et que son bord est une réunion finie de surfaces lisses.

Nous allons maintenant énumérer quelques-unes des propriétes des intégrales triples dans la proposition
ci-dessous. Elle est démontrée en utilisant la définition de l'intégrale triple.

Proposition 9.1:

Soient R, R’, deux régions de R? telles que 'intersection R N R’ de celles-ci est contenue dans les bords de
R et R’. Soient f(zx,y,z),g(x,y, z) deux fonctions réelles et a,b deux nombres réels. Alors:

a) (regle linéaire) [[[n(a f(z,y,2)+bg(z,y,2)) drdydz = a [[[, f(z,y,2) dedy dz+b [[[, g(x,y, ) dvdy dz
b) [[fror f(@, 9, 2)dedydz = [[[ f(x,y,2) dedydz + [[[5 f(z,y,2) dody dz

si ces intégrales existent.

Tout comme pour l'intégrale double, il est possible d’évaluer une intégrale triple au moyen d’intégrales
itérées. Dans la prochaine proposition, nous allons considérer une premiére situation et ultérieurement faire
I’énumération d’autres situations.

Proposition 9.2:
Si la région R est du type suivant:

R={(z,y.2) eR* [a <2 <bgi(e) Sy < ga(a), hu(z,y) < 2 < ha(z,y)}

pour laquelle g;(x), g2(z) sont des fonctions de z telles que g1 ()
hi(z,y), ho(z,y) sont des fonctions de z et y telles que hy(z,y) <
bet gi(z) <y < go(z). Alors

b g2(x) ha(z,y)
/// f(%y,z)dxdydz:/ (/ (/ f(%y,z)dZ) dy) dx
R a g1(x) hi(z,y)
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si ces intégrales existent. Nous avons représenté la région R & la figure 9.1.
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La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 8.2. Elle ne sera pas présentée dans
ces notes. Avant de discuter des variantes de cette proposition 9.2, nous allons considérer deux exemples.
Exemple 9.1:
Soit R, la région de R? & I'intérieur du tétraedre dont les sommets sont A = (0,0,0),B = (1,0,0),C = (1,1,0)
et D =(1,1,1). Nous avons représenté la région R & la figure 9.2.
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figure 9.2

L’équation du plan passant par les trois points A, B et D est —y + z = 0. Nous obtenons cette équation en
sachant qu’elle sera de la forme azx + by 4+ cz = d et dont a, b, ¢, d sont a déterminer. Mais par ce que A, B
et D appartiennent au plan, leurs coordonnées doivent vérifier cette équation. Nous obtenons ainsi

a(1) + b(0) + c(0) = d
a(0) + b(0) + c(0) = d
a(1) +b(1) + c(1) = d.

Nous obtenons a = 0,d = 0 et b+ c = 0. Il y a une infinité de solutions. Il nous en faut qu'une seule.
Prenons par exemple ¢ = 1. Conséquemment b = —1 et c’est ainsi que nous obtenons I'équation —y 4+ z =0
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pour ce plan. L’équation du plan passant par B, C et D est x = 1. L’équation du plan passant par A, C et
D est z —y = 0. L’équation de la droite dans le plan des z,y passant par A et C est z —y = 0. De tout ceci,
nous pouvons affirmer que R est une région du type de la proposition 9.2. En effet,

R={(r,y,2) eR*|0<2<1,0<y<z,0<2z<y}

Alors

[l o= OO o)) (L] [0

Exemple 9.2:
Evaluons I'intégrale triple [[[, y dx dy dz sur la région R = {(z,y,2) e R* |0 < 2,0 <y, (2*+y*) <2< 1}
Cette région est celle contenue dans le premier octant & I'intérieur du paraboloide d’équation z = z2 + 32 et
sous le plan horizontal d’équation z = 1. Elle est du type de la proposition 9.2. Nous avons représenté la

région R a la figure 9.3.

plan d'équation z = 1

surface d'équation
2= x2+y2

arc de cercle d'équation
x2+y2=1

figure 9.3

En effet, R = {(x,9,2) e R} |0 <2 <1,0<y <+V1-—2a2 (2% +y?) <z<1}. Donc

[l e [([7 (L ey )= [ ([ (] )
= /Ol(Am(y—y(x“ryQ))dy) dw:/ol(/om((l—w2)y—y3> dy) da

1 2 47y=V1-122 1 212 2\2
_ N _ [ A=) (-2
A G &

2 4
:7/(1—x2)2d:17: /(1—2x2+x4)dx
4 Jo 0

1 223 N £ 1 = N 1 2
= —\|\xr— — —_— = — —_ = — = —,
4 3 5], 4 35 15

y=0
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Nous allons énumérer des variantes de la proposition précédente. Essentiellement tout ce qui est différent
d’un cas a ’autre, c’est le type de la région d’intégration. Il est préférable non pas de mémoriser ces formules,
mais plutét de les comprendre et de bien les visualiser.

Proposition 9.2’
a) Si la région R est du type suivant:

R= {(x,y,z) € RB | a<x< b7 gl(x) <z< g2(£)7 hl(l‘,Z) < Yy < hQ('raZ)}

pour laquelle g;(z), g2(z) sont des fonctions de x telles que g1(z) < go(x) pour tout = avec a < x < b et
hi(z, z), ha(z, z) sont des fonctions de x et z telles que hi(z,2) < hao(z,z) pour tout (x,z) avec a < x <
bet gi(x) <z < go(x). Alors

b g2(x) ha(z,z)
/// f(x,y,Z)dIddez/ (/ (/ f(fv,yﬂ)dy) dZ) dx
R a g1(x) hi(z,z)

si ces intégrales existent.
b) Si la région R est du type suivant:

R = {(.’IJ,y,Z) € R3 | a<y< ba gl(y) <z < 92(y), h](l’,y) <z< hg(l’,:l/)}

g2(y) pour tout y avec a <y < b et
o(z,y) pour tout (z,y) avec a < y <

pour laquelle g1(y), g2(y) sont des fonctions de y telles que g;(y)
hi(z,y), ho(z,y) sont des fonctions de x et y telles que hy(z,y) <
bet g1(y) <z < gay). Alors

b 92(y) ha(z,y)
[ sz daya: = [ (/ (/ f(x,y,z)dz) dx) iy
R a 91(y) hi(z,y)

si ces intégrales existent.
¢) Si la région R est du type suivant:

<
h

R= {(CE,y,Z) € R3 | a < Yy < bv gl(y) <z< gQ(y)7 hl(yvz) <z < hg(y,Z)}

92(y) pour tout y avec a < y
2(y, 2) pour tout (y,z) avec a

pour laquelle ¢1(y), g2(y) sont des fonctions de y telles que g1(y)
hi(y, z), ha(y, z) sont des fonctions de y et z telles que hy(y,z) <
bet gi(y) <z < ga(y). Alors

b g2(y) ha(y,z)
/// f(x,y,z)dmdydz:/ (/ (/ f(m,y,z)dx) dz) dy
R a 91(y) hi(y,z)

si ces intégrales existent.
d) Si la région R est du type suivant:

<
h

R= {(fE,y,Z) € R3 ‘ a S z S b7 gl(z) <z S 92(2)3 hl(l',Z) S Yy < hg(l’,Z)}
pour laquelle g;(z), g2(z) sont des fonctions de z telles que g1(2z) < ga(z) pour tout z avec a < z < b et

hi(x, z), ha(z, z) sont des fonctions de z et z telles que hy(x,z) < ha(x,z) pour tout (z,z) avec a < z <
bet gi1(z) <z <go(z). Alors

b 92(2) ha(z,2)
/// f(x7y72)dxdyd2=/ (/ (/ f(x,y72)dy) dw) dz
R a g1(2) hi(z,z)

si ces intégrales existent.
e) Si la région R est du type suivant:

R={(z,y,2) e R’ |a < 2<b, g1(z) <y < ga2(2), ha(y,2) < x < ha(y, 2)}
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2(z) pour tout z avec a < z < b et

pour laquelle g;(z), g2(z) sont des fonctions de z telles que g;(z) <
(y z) pour tout (y,z) avec a < z <

hi(y, z), ha(y, z) sont des fonctions de y et z telles que hq(y,z) <
bet gi1(z) <y < go(z). Alors

b g2(2) ha(y,z)
// f(a:,y,z)dxdydzz/ (/ (/ f(x,y,z)dx) dy) dz
R a g1(2) hi(y,z)

si ces intégrales existent.

<g
ha

La preuve de cette proposition est similaire & celle de la proposition 8.2. Elle ne sera pas présentée dans
ces notes. Nous allons poursuivre notre présentation d’exemples de 'utilisation d’intégrales itérées pour le
calcul d’intégrales triples.

Exemple 9.3:

Soit R = {(z,y,2) e R® |0 < 2,0 <y, (22 +1?%) < 22,1 < 2z <2}. Rest larégion de R?® contenue dans
le premier octant au-dessus du plan horizontal d’équation z = 1, en-dessous du plan d’équation z = 2 et a
l'intérieur du céne d’équation x? + y? = 2. Nous avons représenté R dans la figure 9.4.

plan d'équation
z=2

y)

\" cone d'équation
~  24y2=72
—~

—_

—

figure 9.4

Considérons l'intégrale triple [[[, 4y da dy dz. La région R est d'un des types présentés & la proposition
9.2, Eneffet R={(z,y,2) ER3|1<2<2,0<x<2 0<y<+v22—122}. Donc

Vz22—2? 2 z y=vz?—xa?2
/// 4% da dy dz = ( < 49 dy) d:c) dz = / (/ <y4] d:c) dz
R 1 0 y=0
2 z
= ( (2% — 22 dx) dz = / (/ (z* — 22222 + 2%) d:v) dz
1 0
22223 257 2 22223 25
4, i d _ 4, ~ d
[ ] e [ 2

2 612=2
s z5dz:8( } :i(26—16):%

Exemple 9.4:
Soit R, la région de R? & l'intérieur de ’hexaédre dont les sommets sont A = (2,2, —4),B = (1,2, -3),C =
(2,4,-6),D = (4,4,—-8),E = (2,2,-8),F = (1,2,-6),G = (2,4,—12) et H = (4,4,—16). Nous avons
représenté R a la figure 9.5.
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En procédant comme nous 'avons fait & ’exemple 9.1, nous pouvons déterminer les équations des plans
bordant R. L’équation du plan contenant les points A, B, E et F est y = 2, celle du plan contenant les points
C, D, Het G est y =4, celle du plan contenant les points A, D, E et H est y —z = 0, celle du plan contenant
les points B, C, F et G est y — 2z = 0, celle du plan contenant les points A, B, Cet Dest z+y+ 2z =10
et finalement celle du plan contenant les points E, F, G et H est 2z 4+ 2y 4+ z = 0. Déterminons le volume
de R. Nous savons que le volume de la région R est f f f g dx dydz. La proposition 9.2 est applicable dans ce
cas-ci, car

R={(x,y,2) eR’|2<y <4, (y/2) <z <y, -2 +2y) <2< —(z+y)}.
Donc

—(z+y) 4 Yy z=—(z+y)

Volume de R = /(/ ( dz) dac) dy:/ (/ (z} dx) dy

y/2 —(2z+2y) 2 y/2 z=—(2z+2y)
=y

S (e = [ on] o

y/2 r=y/2

y? 2

[ (5ov)- ()

7 9 7(y 743 23 49
= — d = —| — = — = —,
8/2y Y 8<3} 8( 3 ) 3

Il y a plusieurs facons de décrire les points de R3. Parmi tous ces systémes de coordonnées, deux
apparaissent souvent; il s’agit des coordonnées cylindriques et des coordonnées sphériques. Nous allons
maintenant considérer ces systemes de coordonnées, ainsi que le théoreme de changement de coordonnées
pour les intégrales triples dans le cas des changements des coordonnées cartésiennes a ces coordonnées.

Au point (x,y,2) du plan R3, nous pouvons lui associer ses coordonnées cylindriques (r,#,z) pour
lesquelles r est la distance entre le point (z,y) et l'origine (0,0) dans le plan des z,y, alors que 6 est la
mesure (dans le sens inverse des aiguilles d’une montre) de ’angle formé par la demi-droite des x positifs et
la demi-droite commencant & origine et passant par le point (z,y) dans le plan des z,y. Finalement z dans
les coordonnées cylindriques (7,0, z) du point (z,y, z) est la composante par rapport a l’axe des z. Nous
avons représenté ceci a la figure 9.6.
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projection (x, y, 0)

x figure 9.6

Ainsi nous avons 0 < r, 0 < 0 < 27 et z € R. Les changements de coordonnées sont les suivants:

x =rcos(d) r=/22 + 92
y = rsin(6) et 6 = arctan(y/z),
Z=z zZ=2Zz.

Ceci est une conséquence simple de la définition de r, 0 et z.

Nous pouvons maintenant énoncer une proposition similaire & la proposition 8.3 avec dans ce cas-ci le
changement de coordonnées cartésiennes a coordonnées cylindriques.

Proposition 9.3:
Soient R, une région de 'espace des z,y, z, R’ = {(r,0,2) € [0,00) x [0,27) x R | (rcos(d),rsin(h), z) € R},
la région correspondante dans ’espace des r, 0, z et une fonction réelle f : R — R telle que l'intégrale triple
Mg f(x,y, z) dx dy dz existe. Alors I'intégrale [[[, f(rcos(6),rsin(f), z) r dr df dz existe et nous avons

// f(rcos(0),rsin(8),z) rdrdfdz = // flx,y,2)dxdyd-z.
R R

Preuve: Celle-ci est similaire a celle de la proposition 8.3 au chapitre précédent. Il s’agit de calculer un petit
élément de volume. Ceci est obtenu dans la figure 9.7.

angle de mesure A6,

AZ:'I\ == 7/
=g

' cote de longueur 7. A6,

Volume de la i -iéme
sous-région est 1, Ar; A6, Az

>

y

figure 9.7
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Cette région représente la i-iéme sous-région dans la définition de 'intégrale triple. Son volume est
r; (A0;) (Ar;) (Az;). Ceci explique la présence du facteur rdrdfdz dans lintégrale du coté gauche de
I’égalité.

Exemple 9.5:
Soit R = {(x,y,2) € R® | 1 < /22 + 92 < 2,0 < 2 < 1}. Cette région R est celle & 'intérieur du cylindre
dont I'axe est ’axe des z et de rayon 2, a l'extérieur du cylindre dont ’axe est aussi I’axe des z et de rayon
1, au-dessus du plan d’équation z = 0 et en-dessous du plan d’équation z = 1. Nous avons représenté cette
région a la figure 9.8.

|

|

| . )

| | cercle d'équation x2+ y2=2
mmmm T 4--_ «—| dansleplanx,y

t

LTS T T

cercle d'équation x2+ y2= 1
dans le plan x, y

figure 9.8

Evaluons lintégrale triple [[], R zexp(x? + y?) dx dy dz. Nous pouvons utiliser la proposition 9.3 pour
évaluer celle-ci. La région R’ correspondant & R dans les coordonnées cylindriques sera R’ = {(r,0,2) | 1 <
r<20<60<2m0<z<1}. Noter que 22 + y? = (rcos(6))? + (rsin(f))? = r2. De la proposition 9.3,
nous avons

///Rzexp(ac2 +9?) dedydz = ///,zexp(rz)rdrdﬂdz = /01 (/027r (/12 zrexp(rz)dr> d9> dz
LG e ([ 500
od ) [lyog2m o) [ 0=2m
([ a0 (]

:(64—6)7r/01zdz:(e4—e)7r<222r_1 :(64—%)”.

2=0

Exemple 9.6:
Soit R = {(z,y,2) € R® | 22 +9* < 1, 22 < 4(2® +y?), -2 < 2z < 2}. R est la région de R? a l'intérieur
du cylindre dont ’axe de symétrie est ’axe des z et de rayon 1, entre les deux plans horizontaux d’équation
respectivement z = 2 et z = —2 et a I'extérieur du cone d’équation z? = 4(2? + 3?). Nous avons représenté
cette région a la figure 9.9.
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cone d'équation z2= 4(x2+ y2)
z

"\_ cercle de rayon 1 centré au point
(0,0, -2) dans le plan z =-2

figure 9.9

Evaluons l'intégrale triple [ff’ R(a:2 + 9% + 2%)dx dy dz en utilisant les coordonnées cylindriques plutot
que les coordonnées cartésiennes. La région R’ correspondant & R en coordonnées cylindriques sera R’ =
{(r,0,2) |0<0<2m,0<r <1, —2r <z<2r}. Notons aussi que 22 + 3> + 22 = (rcos(f))? + (rsin(f))? +
22 =12 + 22, En utilisant la proposition 9.3 et de ce qui préceéde, nous obtenons

2 1 2r
///($2+y2+z2)dzdydz=/// (7’2—|—z2)rdrd9dz:/ </ </ (r2+z2)rdz) dr>d9
R 4 0 0 \J—2r
2 1 37 2=2r 21 1 4
/ (/ (7"32 + rz] dr) do = / (/ 287 dr) do
0 0 3 z2=—2r 0 0 3

9 21 5r=1 9 21 9 =27
28 (T} a0 = 28 d9:8<g] _ 567
3 Jo S I 15 Jo 15 9—0 15

Au point (z,vy, 2) du plan R3, nous pouvons aussi lui associer ses coordonnées sphériques (p, 6, ¢) pour
lesquelles p est la distance entre le point (x, vy, 2) et origine (0,0,0) dans R?, alors que 6 est la mesure (dans
le sens inverse des aiguilles d’une montre) de angle formé par la demi-droite des z positifs et la demi-droite
commengant & ’origine et passant par le point (z,y) dans le plan des z, y et ¢ est la mesure de 'angle formé
par la demi-droite des z positifs et la demi-droite commencant & l'origine et passant par le point (z,y, 2)
dans R®. Ainsi nous avons 0 < p, 0 <6< 2met 0< e <w Nous avons représenté ceci dans la figure 9.10.

Les changements de coordonnées sont les suivants:

x = psin(y) cos(0) p=112+ 2+ 22

y = psin(y) sin(0) et 0 = arctan(y/z),

z = pcos(p) » = arctan(y/z2 + y?/z).

Ceci est une conséquence simple de la définition de p, 8 et .

81



(x,y,2)

_9/7\]

X figure 9.10

Nous pouvons aussi énoncer une proposition similaire a la proposition 8.3 avec dans ce cas-ci le change-
ment de coordonnées cartésiennes a coordonnées sphériques.

Proposition 9.4:
Soient R, une région de lespace des xz,y,z, R’ 'ensemble des (p,0,¢) € [0,00) x [0,27) x [0, 7] tels que
(psin(p) cos(), psin(yp) sin(8), pcos(y)) € R, la région correspondante dans l'espace des p, 0, ¢ et une fonc-
tion réelle f : R — R telle que Uintégrale triple [[[ f(z,y, z) dz dy dz existe. Alors

JI[ #tosine)coso). psin(e)sine). peos(e) o sin(e) dpdo
existe et nous avons
// . f(psin(p) cos(0), psin(y) sin(@), pcos(p)) p* sin(p) dp df dp = ///R f(z,y, z)dx dy dz.

Preuve: Celle-ci est similaire a celle de la proposition 8.3 au chapitre précédent. Il s’agit de calculer un petit
élément de volume. Ceci est obtenu dans la figure 9.11. Cette région représente la i-ieme sous-région dans
la définition de l'intégrale triple. Son volume est p? sin(y;) (Ag;) (A8;) (Ap;). Ceci explique la présence du
facteur p? sin(y) dp df dp dans l'intégrale du coté gauche de 1'égalité.

A

TS

Ap; \\ coté de longueur p, sin(g;) A

: ~ \ \ / cOté de longueur p; Ag;
W

v 4 angle de mesure Ag;

>
A T ——segment de longueur p; sin(;)
=

1

! « angle de mesure A6,

figure 9.11
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Exemple 9.7:
Soit R = {(x,y,2) € R3 | 22 + 942 < 22,0 < 2, 22 + 4> + 22 < 1}. Ainsi R est la région de R?® contenu
a l'intérieur de la sphere centrée & l'origine et de rayon 1, & l'intérieur du céne d’équation z2 + y? = 22 et
au-dessus du plan horizontal d’équation z = 0. Nous avons représenté R dans la figure 9.12.

sphere d'équation
X2+ y24+ 2=1 z /
Twa L/
\ /
u cone d'équation
/ P4y?=2?

/IllleQ I 2,
g .

Evaluons I'intégrale triple [/, (z%+y%+2%)%/? dz dy dz en utilisant les coordonnées sphériques. La région
R’ correspondant & R en coordonnées sphériques sera R’ = {(p,0,0) |0 < p<1,0<6 < 27,0 < p < 7/4}.
Notons aussi que 22 + 32 + 22 = p2. En utilisant la proposition 9.4 et de ce qui précede, nous obtenons

J[[ @i w2 anayaz = [[[ @92 sino) dpasag
L0 o))
[ (o] )
(AL
A e NA G

R ] R 5

p=0

Exemple 9.8:
Soit R = {(x,y,2) e R®|0< 2,1 <22+ y? + 2% < 4}. Nous avons représenté la région R a la figure 9.13.
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sphere d'équation
X+ y24 72 =22

sphere d'équation
X2+y2+ 2 =1

figure 9.13

Evaluons 'intégrale triple []] f R ?dxrdydz. La région R’ correspondant & R en coordonnées sphériques
sera R = {(p,0,0) |0 <0 <21, 1< p <2 0< ¢ <nw/2}. En utilisant la proposition 9.4 et de ce qui
précede, nous obtenons

///dexdydz: ///lpcos(gp)pz sin(p) dp 6 dip
= /O - ( /1 2 < /0 " p’ sin(p) cos() dw) dp) do
NG O
(e [T e

Exemple 9.9:
Evaluons l'intégrale de ’exemple 9.6 en utilisant les coordonnées sphériques plutdt que les coordonnées

cylindriques. Rappelons que nous avons représenté R a la figure 9.9. La région R’ correspondant a R en
coordonnées sphériques est R’ = {(p,0,¢) | 0 <0 < 27, omin < © < T—©min, 0 < p < 1/sin(p)}. I est facile
de vérifier que pmin est tel que tan(pmin) = 1/2, sin(¢@min) = 1/\/57 cos(Pmin) = 2/V5,sIn(7 — Ymin) = 1/V5
et cos(T — @min) = —2/+/5. Pour obtenir ceci, nous utilisons le fait que psin(p) = 1 pour les points sur le
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bord cylindrique vertical de notre région. En utilisant la proposition 9.4 et de ce qui précede, nous obtenons

///13(x2+y2+22)dxdydz:///R/PQPQSin(so)ddedgp
27 /T Pmin 1/ sin(¢p)
< / < p* sin(e) dp) dg@) d6
min 0
2T T Pmin (5 p=1/sin(p)
( / <} sin(y) dsD) df
e\ D =
2 </

T—Pmin
90) do

5 sin®

$Pmin

) o= prmin
/2“ —1(=2/v5) _ 2(=2 f)) i ( 1(2/v5) _2(2/\/3)>d0
o\ 3(1/VB)F 3(1/V5) 3(1/v5)* 3(1/v5)

28 [%" 28 ( 9} T

g == =27
15 Jo B\ Jpey 15

-
-
-/
- (- ?,Zif(iﬂ

_1 (

5

Dans le calcul précédent, il a fallu utiliser I'intégrale indéfinie

/ 1 g = = cos(z)  2cos(z)

sin(z) " 3sin’(z) ~ 3sin(x)

+c.

Il est possible d’obtenir ce dernier résultat en intégrant par parties. Noter premierement que

(=) = & (56) = 5oty

[y i (i)

Alors

_ 1 —cos(z) [ —cos(z) (—2)cos(x) i

 sin?(z) sin(z) / sin(z)  sin®(x) d

_ —cos(z) cos?(x) dp — —cos(z) (1 —sin?(x)) i
sin®(z) 2/ sin?(z) sin®(z) 2/ sin?(z)

et conséquemment

1 _ —cos(x) 1 . —cos(z) cos(x) .
3/ '@ T () +2/ 2@ T i) sz T

Exercices 9.1:
Evaluer chacune des intégrales triples suivantes:

a) [[[z(z +y+ 2)dedydz ot R est 'intérieur du tétracdre de R? dont les sommets sont (0,0,0), (1,2,0),
(0,2,0) et (0,2,3);
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b) [[[zydzdydz ot R est la région de R? telle que 0 < 2,0 <y et z* +y* < z < 1;
) [If # dx dy dz ot R est I'intérieur du parallélipipede de R? dont les sommets sont (0,0, 1), (1,1,1), (1,3,1),
0,2,1), (0,1,3), (1,2,3), (1,4,3) et (0,3,3):
d) [[[z(@ +y+ z)dzdydz ou R est Vintérieur du prisme de R? dont les sommets sont (0,—1,0), (0,0,1),
0,1,0), (1,—1,0), (1,0,1) et (1,1,0);

) [l dady dz o R est 'intérieur de la pyramide de R* dont les sommets sont (1,1,0), (1,-1,0), (-1,1,0),
—1,-1,0) et (0,0,1);

f) [[/z zy dz dy dz on R est la région de R® telle que 0 <z, 0 <y, 0 < z < 4 et 22 + 3% < 2%

g) [[fz V2% + y?dzdydz out R est la région de R? telle que 1 < 2? +y* < 9,1 <z < 2et y > 0;

h) [ff pZdrdydz ou R est larégion de R? telle que 0 < z < 1 et est comprise entre le paraboloide d’équation
z =22 + 9% et le cone d’équation 22 = 22 + y?;

i) fffR Va2 +y2dxdydz ol R est la région de R3 telle que 0 < z < 2 et est comprise entre le paraboloide
d’équation z = 22 + y? et le cone d’équation 2% = 22 + y?;
§) [l z(@* 4+ y* + 2%) dx dy dz ot R est la région de R? telle que 0 < z, 2? + 3 + 22 <4 et 2% > 2% + %

k) [[[ zdx dydz ot R est la région de R? telle que 0 < z < 2 et 2% 4 % + (2 — 2)? < 4.

) [[Jzzyzdedydz ot R = {(x,y,2) € R} |0<a2x<y<z<1},

m) [[fp(a?+y* +2?)dedydz ou R={(z,y,2) € R® | z,y,2 >0, (z/a) + (y/b) + (z/c) < 1} avec a,b, ¢ des
nombres réels > 0.

n) fffRz3/(y+z)(x—l—y—i—z)dxdydz ot R={(v,y,2) €R® | z,y,2> 0,2 +y+2<1}.
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