CHAPITRE 12
Introduction aux méthodes numériques.

Dans ce chapitre, nous présenterons des méthodes nous permettant d’obtenir des solutions explicites
d’équations aux dérivées partielles. Nous allons illustrer ceci pour le probleme de la chaleur tel que formulé
au chapitre 7. Dans ce cas, nous pouvons calculer exactement la solution étant donnée la température initiale
connue. Nous serons ainsi en mesure de comparer la solution explicite obtenue des méthodes numériques
avec la solution exacte et d’analyser I'erreur due a I’approximation liée aux méthodes numériques.

Rappelons premiérement le théoreme du développement de Taylor pour des fonctions a valeurs réelles
d’une seule variable réelle. Soient n € N, f(z) une fonction dérivable (n + 1) fois dans un intervalle ouvert
I contenant x = xg et h € R tel que zg + h € I, alors il existe a € R compris entre zg et g + h tel que

— fW (o) . Fo (@)
flzo +h) = f(x0)+;T0h +R, ou R,= Wh( +1),

Par la suite, nous supposerons toujours que f(x) est suffisamment dérivable.
Ceci nous permet d’approximer f(xg + h) lorsque h ~ 0. En effet, nous obtenons que

" D (zg) )
Flao + 1) = fla) + 3 Ty (éa. (1)
i=1 :

et le terme d’erreur dans 'utilisation de cette approximation est

Fr (o)

(n+1)
(n+1)! h '

R, =

De plus si f("*1)(x) est continue dans un voisinage de x, alors f(**+1(a) ~ f("+1)(24) et nous avons

- f(n+1) (.’IIQ) h("+1)

" LT ) = |R,| < CR"™ o C est une constante.

L’équation [1] nous permet de formuler plusieurs approximations de la dérivée premiere f'(xp). Ainsi
en prenant h > 0, disons h = Az > 0,

flxo + Ax) — f(x0)
Ax

flxo 4+ Az) = f(xo) + f'(w0) (Az) = f'(x0) =

et nous dirons alors que
f(xo + Az) — f(xo)
AV

est lapproximation de f'(zo) par différence finie progressive. Nous pouvons évaluer le terme d’erreur E,
dans l'utilisation de cette approximation. E, est obtenu par

@) « Zo xTr) — o @) (0%

ou « est compris entre xg et xg + Ax. Ainsi

B =129 sy @ g, = 2O ()
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Par contre, si nous prenons h < 0, disons h = —Azx avec Az > 0, alors

f(x0) — f(zo — Ax)
Ax

fzo = Ax) & f(xo) — f'(w0) (Az) = f'(z0)

et nous dirons que
f(zo) — f(zo — Ax)
Az

est Papproximation de f’(xg) par différence finie régressive. Nous pouvons aussi évaluer le terme d’erreur
FE,. dans P'utilisation de cette approximation. F, est obtenu par

(2) _ _ (2)
oo = 80) = f(ao) — (o) (80) + LD aay o pr(ag) = LI Z8D) | T
ou [ est compris entre zg — Ax et xo. Ainsi

Nous pouvons aussi faire la moyenne arithmétique de ces deux approximations de f’(zg) pour obtenir
Papproximation de f'(xg) par différence finie centrée. Plus précisément, nous avons

J @ (x0)
2

f(o + Az) ~ f(xo) + f'(20) (Az) + (Az)* et

f @ (x0)
2

flxo — Az) = f(x0) — f'(20) (Az) + (Ax)?.

En soustrayant la deuxiéme expression de la premiere, nous obtenons

f(zo + Az) — f(wg — Ax)

f(@o + Az) = f(wo — Ax) ~ 2 (x0) (Az) = f'(wo) = 2(Ax)

et nous disons que
f(xo + Az) — f(zo — Ax)
2(Azx)

est lapproximation de f/(zg) par différence finie centrée. Nous pouvons aussi évaluer le terme d’erreur E,
dans l'utilisation de cette approximation. Nous avons que

oo +A) = flan) + (a0) (Aa) + T (a2 4 LD (s oy

6
@) (2 @) (g
(o~ A0) = f(ao0) — 1 (a0) (&) + T (g - LD (a0

oll o est compris entre xg et o + Az, alors que ' est compris entre g — Az et 3. En soustrayant la
deuxieme équation de la premiére, nous obtenons

3) (A 3) (3
Flan-+ Aa) = flao — &) = 21 o) (80) + | THELZE] (aap
et conséquemment
f(xo + Az) — f(z9 — Ax) fO) + 38

(o) = -|

2(Ax) } (A)*

12
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Donc
[ + BB
12

() + £ ()]

E. =
12

(Az)? et |E.| (Ax)2.

Si f®)(z) est continue sur Uintervalle [xg — Az, zo + Ax], alors il existe 7/ € [xg — Az, 29 + Az] tel que

FP) + F9(5)
5 :

o) =

En effet, il suffit d’utiliser la connexité de Uintervalle [zg — Az, g + Az], du fait que 'image d’un ensemble
connexe par une fonction continue est connexe et que

fP () + fD(8)
2

est le milieu du segment d’extrémités: f©) (/) et £3)(5'). Conséquemment

(3)(~/ (3) (~/
Ec:_f (7>(ALIJ)2 et |Ec|: |f (7)|(A$)2
6 6
Ces trois approximations de f’(x() sont consistantes, i.e. si Az — 0, alors chacune de ces approximations
par différence finie approche f’(xg).

Nous pouvons illustrer ceci dans un exemple. Considérons la fonction f(x) = /1 + = autour de z¢ = 0.
Comme f'(x) =1/2+/1+ x, alors f/(0) = 1/2. Si nous utilisons chacune des approximations ci-dessus pour
Ax = 0.1, nous obtenons pour 'approximation par différence finie progressive

_fAw) —f(0) _ VIT-1

! ~ - == 4 1
110) Az 0.1 0488

et Uerreur relative est 2.38%; pour 'approximation par différence finie régressive

1(0) ~ 1) _Afx(_m) _1 _o\f@ — 0.513167

et erreur relative est 2.6334% et finalement pour ’approximation par différence finie centrée

f(A0) - f(-Av) _ VTT- V09

=0. 2
2(Az) 2(0.1) 0-500628

f10) ~

et lerreur relative est 0.1256%.

Ceci n’est pas trop surprenant parce que le terme d’erreur pour les approximations par différence finie
progressive et régressive est de 'ordre de Az, alors que celui de 'approximation par différence finie centrée
est de l'ordre de (Az)2. Plus précisément, comme

1 3
fPh) = —————x et V)= ——x,
4/(1+z)3 8y (1+x)°
nous avons pour 'approximation par différence finie progressive
-1 A A
By = |————|Z=Y avecO0<a<Az = |E|<==.
4./(1 + «)3 8
Dans ce cas, 'erreur relative est
E, ’ E Ax
=2|E,| = Pl <=,
ey =2 Fo)| =




Cette derniére expression est inférieure a 2.5% lorsque Az = 0.1. Pour 'approximation par différence finie
régressive,

A A
i avec —Ar < <0 = |ET|§7I.
2 8y/(1 — Ax)3

~1
(1+3)3

Cette derniere expression est égale a 0.014640174353 lorsque Az = 0.1. Dans ce cas, l'erreur relative est

|Er|

Az
< .
4/(1 — Az)3

7 7
f(0) /(0
Cette derniere expression est inférieure a 2.93% lorsque Az = 0.1. Finalement pour I'approximation par
différence finie centrée,

=2|E,| =

(Ax)?
6

2
avec — Az <+ <Ar = |E|< (A—x)
16 /(1 - Aa)

|EC| =

3
8v(1+7)°

Cette derniere expression est égale a 0.00081334302 lorsque Az = 0.1. Dans ce cas, l'erreur relative est

‘ Pe | _om| = ’ e | (Ao
£1(0) ‘ fO)] 7 8y/0 Az

Cette derniere expression est inférieure & 0.163% lorsque Az = 0.1.

A partir des bornes supérieures obtenues pour le terme d’erreur, nous pourrions déterminer Az pour
obtenir une approximation de f’(0) avec le degré de précision désiré.

11 est aussi possible d’approximer la dérivée seconde f”(xo). En effet, nous avons

o+ Aa) = Fao) + £'(a0) (M) + L0 (e 4 L2000 (o T gy
(2) (g G (g (4) (!
o — Ax) = f(an) - f'(a) (Aw) + L2000 (g - 20 (pgps SO (g

ou o € [xg,x9 + Ax] et 8" € [xg — Az, x0]. En additionnant ces deux équations et en laissant tomber les
dérivées quatriemes, nous obtenons

f(zo + Az) = 2f(20) + f(z0 — AT)
(Az)? '

fxo+ Az) + f(zo — Az) & 2f (o) + fP(w0) (Az)* = fP(xo) =

Nous dirons que
f(@o + Az) — 2f(z0) + f(z0 — Ax)
(Aa)?

est 'approximation par différence finie centrée de la dérivée seconde f'(x¢). Il est aussi possible de déterminer

le terme d’erreur E£2) dans l'utilisation de cette approximation. Nous avons en additionnant les deux
équations ci-dessus

f(4) (O//) + f(4) (ﬂ")
24

J(wo + Az) + J(xo — A) = 2f(x0) + IO (a) (Ax)? + [ } (Az)?

et conséquemment

£ () = fao + Ax) = 2f(20) + f(xo — Az) [f(4)(o/’) Q)

(Az)? 24 } (Az)°.

Ainsi le terme d’erreur est

E® — _ f(4)(0‘”)2‘2f(4) (8" (Az)?

[fW () + fH ()]
24

et |EPD|= (Az)2.
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Si £ (z) est continue sur Uintervalle [xg — Az, zo + Ax], alors il existe \” € [zg — Az, zo + Ax] tel que

4) (A 4)(nn
4) (1 :f (a)+f (ﬁ)
FOW) !
et le terme d’erreur est
)\ )\

12 12

Jusqu’a présent, nous avons décrit des approximations des dérivées premiere et seconde pour une fonction
d’une seule variable. Mais bien entendu, nous pouvons aussi utiliser ces approximations pour les dérivées
partielles de fonctions de plusieurs variables. Ceci est possible a cause de la définition de ces dérivées dans
laquelle toutes les variables sont constantes sauf celle relativement a laquelle nous dérivons. Par exemple, si
u = u(z,y), alors

@(z )~ u(zo + Az, yo) — u(zo — Az, yo) ot %(w )~ u(zo, yo + Ay) — u(wo, yo — Ay)
gz Yo 2(Ax) Ay 0,0 2(Ay)

ou Az > 0 et Ay > 0, lorsque nous utilisons les approximations par différence finie centrée.

Mais nous aurions tout aussi bien pu utiliser les autres approximations. Ce choix dépendra du probléme
a étudier. Dans tous les cas, nous pouvons déterminer le terme d’erreur. Nous allons maintenant illustrer
comment ces approximations peuvent étre utilisées pour le probleme de la chaleur étudié au chapitre 7, i.e.

0 o?

8—?262(9—;; ounu=u(z,t), 0<zx<l t>0 avec
u(0,£) =0 pour tout t >0
u(l,t) =0 pourtoutt>0 et

u(z,0) = f(z) pour tout z € [0, /]
Fixons Az > 0 et At > 0. Alors par ce que nous avons vu précédemment

ou u(x,t+ At) —u(x,t) At d%u

@t = At 2 0

(r,a) avect <a<t+ At

si nous voulons utiliser ’approximation par différence finie progressive pour

ou
a(mvt)
et
2 _ _ 2 94
%(m,t) = ue + Az, t) 2(2(2’)? tulz—Aznt) (Alg;) %(ﬂ,t) avecx — Az < <z + Az

si nous voulons utiliser I'approximation par différence finie centrée pour

0%u

Donc 'équation de la chaleur devient

u(z,t + At) — u(z,t) o (u(x + Az, t) — 2u(z, t) + u(x — Az, t)
At = ( (A7) ) B
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ou le terme d’erreur de discrétisation E est
At) [0%u
GO L i
2 ot 12

Nous avons supposé ci-dessus que les dérivées partielles sont continues. Ainsi nous avons comme approxi-
mation

(Ax)? [gi}:(ﬁvt)] .

u(x,t + At) — u(z,t) o (u(x + Az, t) — 2u(z,t) + u(x — Az, t)
~ C .

At (Az)?
Nous cherchons & déterminer une approximation @(x, t) de la solution exacte u(x,t). Bien entendu, nous

voulons que cette approximation a(x,t) soit le plus pres de la solution exacte u(z,t). Il est alors naturel
d’exiger que cette approximation @(z,t) satisfasse I’équation

a(z,t + At) — a(x, t) _ 2 (ﬂ(m + Az, t) — 2a(x, t) + u(z — Axﬂf)) . (6q. [2])

At (Az)?

Plutot que de déterminer @(x,t) pour tout = € [0,¢] et ¢ > 0, nous allons résoudre ’équation [2] pour les
points d’'un maillage de notre domaine.

Subdivisons l'intervalle [0,¢] en N sous-intervalles égaux de longueur Ax = ¢/N. Les extrémités de
ces sous-intervalles sont 9 = 0, 1 = (Ax), 22 = 2(Ax), ...,z; = i(Azx),..., zy = N(Az) = £. De
fagon similaire, nous pouvons subdiviser l'intervalle [0, co[ en sous-intervalles égaux de longueur At. Dans
ce cas, le nombre de sous-intervalles est infini et les extrémités de ces sous-intervalles sont tg = 0, t; = (At),
ta = 2(At), ..., t; = j(At),.... Ainsi nous obtenons un maillage de notre domaine dont les points sont
(xi,tj) pour 0 <i < Netj>0.

Posons @(z;,t;) = Ui(J) ou0 < i< N etj>0. Dans ce cas, I'équation [2] devient pour les points (z;,t;)
du maillage

Gt g v — 209 + UV
% 2( i+1 (A;)2 ’L—l) pOHrlS’LS(N—l),jZO

Cette derniere équation nous permet de calculer Ul-(jﬂ) en fonction de U,Ej) pour k= (i —1),4,(j +1). En

effet,
2
G+ _ o) [CADT 6 0 4 ) .
U; =U" + |:(A:L,)2 (Ui+1 =207 + U2 ) (éa. [3])
Nous avons illustré ci-dessous les points du maillage qui interviennent dans cette équation [3].
A
t
o BE!
J
(i-1)i@i+1) x 7
Méthode explicite

De plus il nous est possible de préciser les valeurs de Ui(j ) lorsque 7 = 0 ou encore lorsque ¢t =0 et i = N
pour tenir compte des conditions au bord et de la condition initiale. Parce que u(0,t) = 0 pour tout ¢ > 0,
alors nous posons comme condition Uéj ) =0 pour tout j > 0. Parce que u(¢,t) = 0 pour tout ¢ > 0, alors

)

nous posons comme condition U](\f = 0 pour tout j > 0. Finalement u(z,0) = f(z) pour tout z € [0, /],

alors nous posons comme condition Ui(o) = f(=z;) pour tout i =0,1,2,..., N.

126



Si nous tenons compte de ces valeurs pour les points au bord du maillage et de I’équation [3], nous
pouvons completement déterminer les valeurs Ui(J ) et cette solution est unique. Nous avons ainsi une méthode
explicite. Ce qualificatif “explicite” sera mieux compris lorsque nous décrirons plus tard une méthode

implicite, par exemple celle de Crank-Nicolson.
Nous allons illustrer ceci dans I’exemple suivant. Considérons le probleme:

0 0?

8—?:6—7; onu=u(z,t), 0<z<1l t>0 avec
z

u(0,) =0 et w(l,t)=0 pourtoutt>0 et

0, si0 <z <0.25
B ) (@—025), si025<2<0.5;
w@, 0) = f() =4 (075 _ 2). si05<az<0.75:
0, s10.75 < < 1.

pour tout z € [0, £].

Ici £ =1 et ¢ =1. Il est possible de déterminer la solution exacte de ce probleme avec les résultats obtenus
au chapitre 7. Nous obtenons ainsi

Pour le calcul des valeurs UV ), il nous faut fixer Ax et At. Prenons Az = 0.1 et At = 0.0025, alors I’équation

%

[3] devient dans ce cas particulier

- 5 [12(0.0025)7] , ¢ ) G ; ; ;
+1
puty _ ) [ - ] (U9, =20 +U9) = 0250, + 0509 + 02509,

A cette équation, il nous faut aussi ajouter les conditions Uéj) = Ul(é) =0pour j >0et Ui(o) = f(i/10) pour

1=20,1,2,...,10. Nous obtenons ainsi le tableau suivant des valeurs des Ui(j).
i Ui(O) Ui(l) UZ_(2) UZ_(3) Ui(4)
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0.003125 0.00703125 0.0109375
2 0 0.0125 0.021875 0.0296875 0.003574219
3 0.05 0.0625 0.071875 0.0765625 0.07871094
4 0.15 0.15 0.140625 0.13203125 0.12460938
5 0.25 0.2 0.175 0.1578125 0.14492188
6 0.15 0.15 0.140625 0.13203125 0.12460938
7 0.05 0.0625 0.071875 0.0765625 0.07871094
8 0 0.0125 0.021875 0.0296875 0.003574219
9 0 0 0.003125 0.00703125 0.0109375
10 0 0 0 0 0

En tracant les graphes de la solution exacte pour les valeurs de ¢ suivantes: ¢t = 0, t = At = 0.0025,

t = 2(At) = 0.005, t = 3(At) = 0.0075 et ¢ = 4(At) = 0.01 et en comparant avec les valeurs des Ui(j)
ci-dessus, nous vérifions que ces dernieres sont de bonnes approximations.
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(9]

1)

0,1

0,05

solution approximative

solution exacte

N

0

0,2 1

0,1 -

T LI | T LI L T T T LI | T T LI LI LI | T 1

0.2 04 06 08 x 1
Solutions exacte et approximative a ¢t = 0.

solution approximative

solution exacte

0,2 0,4 0,6 0,8 X

Solutions exacte et approximative a ¢ = 0.0025.
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solution approximative

solution exacte

NN

0 7 T T rrTr rrrrr T rrrrrrnd
0 0,2 0,4 0,6 0,8 x |
Solutions exacte et approximative a t = 0.005.
0,16 3
0,12 -
0,08 - solution approximative
0,04 -
- solution exacte
- \
0 LA DL L L L L L L L L D L e e e e |
0 0,2 0,4 0,6 08 x 1

Solutions exacte et approximative a t = 0.0075.
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0,14

0,12

solution approximative
0,1

0,08

0,06

solution exacte

\

0,04

0,02

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 02 0.4 0.6 08 x |

Solutions exacte et approximative a t = 0.01.

Nous pourrions penser que si Ax et At sont presque nuls, ’approximation devrait étre bonne. Cependant
ceci n’est pas suffisant. Il faut aussi tenir compte d’un probleme d’instabilité dans ces situations. Nous
allons maintenant illustrer ce phénomeéne. Considérons toujours le méme probleme. Mais si, pour le calcul
des valeurs Ui(J ), nous avions fixé Az = 0.1 et At = 0.01, alors I’équation [3] devient dans ce cas particulier

12 (0.01)

G+1) _ 7@

} (U9, 209 4 uY)) = v~y 4y,

Nous obtenons ainsi le tableau suivant des valeurs des Ui(j ).

T oD 0@ [ 0@ | 0@
0 0 0 0 0 0

1 0 0 0.05 0 0.1
2 0 005 | 005 | 01 | -0.15
3 | 005 | 01 01 | -0.05 | 05
4 [ 015 | 015 0 035 | -0.65
5 | 025 | 005 | 025 | -0.25 | 0.95
6 | 015 | 0.15 0 035 | -0.65
7 | 005 | 01 01 | -0.05 | 05
8 0 005 | 005 | 01 | -0.15
9 0 0 0.05 0 0.1
10 0 0 0 0 0

Ces valeurs ne peuvent correspondre & notre probleme. Nous devrions voir une décroissance exponentielle et
. . . . 3
ce n’est pas du tout ce qui se passe pour ces valeurs. Pour illustrer ceci, nous avons tracé le graphe de UZ-( )

ci-dessous.
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Graphe de U®

Il y a 1a un phénomene d’instabilité, qui est associé a la valeur prise par o = c2(At)/(Ax)2. Nous allons
maintenant expliquer les raisons de cette instabilité et sa relation avec o.

)

Pour bien analyser la solution approximative Ui(j , il faut revenir & ’équation[3] et d’obtenir la solution

générale du probléeme intermédiaire (&) suivant:

® { (Ui(7+1) . Ui(J)) _ Ui(J) + J(Ui(i)l . 2Ui(J) + Ui(i)l)
avec les conditions Uéj) =0et UJ(\?) = 0 pour tout 7 >0
Nous avons laissé de coté la condition initiale UZ—(O) = f(iAz). Nous ajouterons celle-ci plus tard & notre
analyse.

L’équation de différences finies ci-dessus est linéaire, i.e. les combinaisons linéaires de deux solutions
de I’équation sont aussi des solutions. Pour résoudre le probleme (&) ci-dessus, il est possible d’utiliser une
variante de la méthode de séparation de variables pour obtenir des solutions et ensuite de considérer les
combinaisons linéaires de ces solutions. Nous allons maintenant développer ceci.

Considérons des solutions non triviales du probleme (&) ci-dessus de la forme Ui(] ) = F(i)G(j), ou
F:{0,1,2,...,N} - R et G: N — R. Apres avoir substitué ceci dans I’équation, nous obtenons

F(@i)(G(j+1)=G(j)) =oc(F(i+1)—2F(i)+ F(i — 1)) G(j) pour tout 1 <i < (N —1), j >0.
Si nous divisons les deux cotés de cette derniere équation par o F'(i)G(j), nous obtenons

Gl _;2(;)610) = Flit+1) - 215((5) + PG —1) pour tout 1 <i < (N —1), 5 >0.

Le terme de gauche est une fonction de j, alors que celui de droite est une fonction de 7. Pour que cette
derniere équation soit possible. il faut que chacun de ces termes soit constant. Donc

GG+1)—G(j) Fi+1)—2F@)+F(i—1) ‘ |
oG(G) F(i) =X pour tout 1 <i < (N 1), j >0
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pour un A et nous avons ainsi deux équations a différences finies

G(j+1)—(14+6XN)G() =0 pourtout j >0

Fii+1)—2+MNF@)+F(i—1)=0 pourtout 1 <i< (N —1)

Si nous considérons les conditions au bord Uéj ) =0 et UJ(Vj) = 0 pour tout 7 > 0, alors nous pouvons
déduire de ces conditions que F'(0) =0 et F(IN) = 0. Nous avons donc a résoudre le systeme suivant:

G(j+1)—(14eNG()=0 pourtout j >0
Fii+1)—(2+MNF(@)+ F(i—1)=0 pourtout 1 <i< (N —1)

avec F'(0) =0et F(N) =0.

Nous devons maintenant rappeler que la solution générale d’une relation de récurrence d’ordre 2 de la
forme H(i+2) +aH (i + 1)+ bH (i) = 0 pour tout ¢ > 0, ot a,b € R, est obtenue en considérant les racines
du polynéme x2 + ax +b. Il y a trois cas & considérer:

1) Si 22 + az + b a deux racines réelles distinctes: 71, ro, alors la solution générale de H (i +2) +aH (i + 1) +
bH (i) = 0 est H(i) = Ari + Br, ou A et B sont des constantes.

2) Si 22 + ax + b a une racine réelle double: r, alors la solution générale de H(i+2) +aH (i +1)+bH (i) =0
est H(i) = Ar' + Bir?, ou A et B sont des constantes.

3) Si 22 + ax + b a deux racines complexes non réelles: 71, ro, alors celles-ci sont conjuguées et de la forme
r1 = pexp(v—10), ro = pexp(—yv/—10), 0u p € R,p > 0 et § € R et, dans ce cas, la solution générale de
H(i+2)+aH(i+1)+bH(i) =0 est H(i) = Ap’cos(i0) + B p'sin(if), on A et B sont des constantes.

Si maintenant nous revenons au systeme a différences finies ci-dessus, il faut alors considérer le polynéme
22— (2+X)x+1 pour résoudre équation F(i+1)—(2+\)F(i)+ F(i—1) = 0. Le polyndome 22 — (2+\)z+1

a comme racines:
2N VAT 44N ; (24N VAT 44N
T = B € To = 2 .
Si A< —4ou X > 0, alors 7, et o sont deux racines réelles distinctes et la solution générale de
Fli+1)— 24+ MNF(i)+ F(i—1) =0 est F(i) = Ar} + Bry. Mais si nous tenons compte maintenant des
conditions au bord, nous obtenons

F0)=A+B=0
F(N)=ArY +BrY =0

} = A=B=0.

En effet, nous avons que r1 # 79 et r; # —ry. Dans ce dernier cas, c’est parce que r1 + 79 = (2 + \) et
A #£ —2. Maintenant le déterminant

1 1 ra\
N N N 2
— N _ N —1| #£0
1 797 2 ! ! [(71> ]

car rp # 0 et (rg/rl)N =1 = ry = +ry. Mais ceci est absurde. Nous devons ainsi exclure le cas ou A < —4
ou A > 0.

Si A= —4 ou A =0, alors 71 = r2 = r est une racine réelle double et la solution générale de F'(i + 1) —
(2+ANF(@i)+ F(i—1) =0 est F(i) = Ar® + Bir'. Mais si nous tenons compte maintenant des conditions
au bord, nous obtenons

{F@:A:o

N N = A=0etBr"=0 = A=B=0.
F(N)=Ar"+BNrY =0
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En effet, r = —1ouletr#0.

Il nous reste a considérer le cas o —4 < A < 0. Alors 71 et ro sont deux racines complexes distinctes
non réelles conjuguées. Dans ce cas, ces racines sont de la forme 71 = p exp(v/—10) et 72 = p exp(—v/—16).
Nous pouvons étre plus précis pour p. En effet,

_ \/(2+)\)2+(—/\2—4)\) .
4

Parce que p = 1, nous obtenons que la solution générale de F'(i +1) — (2 + N)F(i) + F(i — 1) = 0 est
F(i) = Acos(i6) + Bsin(i6). Mais si nous tenons compte des conditions au bord, nous obtenons

F0)=A=0 A=0;
F(N) = A cos(N6) + B sin(Nf) =0 - Bsin(N6) = 0.

Comme nous cherchons & déterminer une solution non triviale et que A = 0, nous pouvons supposer que
B # 0. Ainsi nous obtenons que sin(N§) = 0. Conséquemment § = (nw/N) ot n € N,n > 1 et nous
obtenons que F(i) = B sin(nwi/N). De plus nous pouvons calculer A = )\,, correspondant & cet angle §. En
effet,

@2+2) +2m = exp <n7r]\\/[71> = (2;)\) = Cos (%) = Ap=2 [cos (%) - 1] .

Comme —4 < A = \,, < 0, nous pouvons alors ajouter la condition: n #0 (mod N)
Avant de considérer I’équation G(j + 1) — (1 4+ o\,,)G(j) = 0, rappelons que la solution générale d’une
relation de récurrence d’ordre 1 de la forme H(i 4+ 1) = aH (i) + b est

Aab+b (i{:%), sia# 1;

A’ + bi, sia=1.

H(i) =

Nous pouvons maintenant utiliser cette derniere remarque. Notons premierement que (14 o\,) # 1. Sinon
ocdp, =0et A, <0 = 0 =0. Ceci est absurde, car At, Az et ¢ sont > 0. Nous pouvons donc écrire que
G(j) = A (1+0o\,) .

Notons (1 4 oA,) par k. Il est possible de calculer k,,:

nmw
o= (1301 ()
kn=(140\,) o cos (
Pour chaque n € N, n>1et n#0 (mod N) , nous obtenons donc des solutions du probleme (é):
Ui(j) = a, sin <nNm> (kn)? ol a, est une constante.

Il est possible de restreindre les valeurs de n pour obtenir une base des solutions. Plus précisément, nous
pouvons nous restreindre aux valeurs de n entre 1 et N — 1.
Finalement nous obtenons que la solution générale du probleme (&) est

N-1 .
Ui(J) = Z ap, sin (T) (Kp )
n=1

Si nous ajoutons la condition initiale Ui(o) = f(x;), alors nous pouvons déterminer les coefficients a,, en
considérant le systeme de (N — 1) équations linéaires & (N — 1) inconnues:

N-1 )
Z a, sin (n;\;z) = f(z;) pourtouti=1,2,...,(N—1).
n=1
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Lemme 1 Le déterminant D de la matrice n X n suivante:

sin(z)  sin(2z) --- sin(gz) -+ sin(nz)

sin(2x) sin(4x) .- sin(2gz) - sin(2nz)
A=

sin(pz) sin(2pz) --- sin(pgz) --- sin(pnz)

sin(nz) sin(2nz) --- sin(ngz) -+ sin(n?z)

est

D =det(A) = gn(n=1)/2 [H sin(ix)] H (cos(kx) - cos(jx))

i=1 1<j<k<n

En particulier, ce déterminant ne s’annule pas si = 7/N et n = N — 1.

Esquisse de preuve: Nous n’allons qu’esquisser cette preuve. Il faut premiérement noter qu’en utilisant
la formule de de Moivre:

(cos(@) + sin(@)\/jl) - (cos(ké?) + sin(kQ)\/—il)7

nous pouvons montrer que sin(kf) = sin(0)Py(cos(d)), ot P est un polyndéme de degré (k — 1) dont le
coefficient de la plus grande puissance, celle de degré (k — 1), est 2F~1. Par exemple,

sin(26) = sin(9) {2 005(9)}, sin(30) = sin(0) {4 cos?(0) — 1} et  sin(40) = sin(d) [8 cos®(0) — 4005(9)]
Si nous considérons la p® ligne, nous obtenons que
(sin(p), sin(2pa), -+ sin(pge), -+, sin(pna) ) = sin(pr) (1, Pa(cos(p)), -, Pycos(pr)). -+, Pu(cos(pa)) ).

En factorisant sin(pz) de la p° ligne et en faisant des opérations colonnes, nous obtenons que le déterminant
recherché D est [[,.,.,, sin(iz) fois le déterminant de la matrice

1 2cos(w) -+ 297 tcos?l(z) - 277 lcos"i(w)
1 2cos(2x) --- 297lcos?1(2z) --- 27 Llcos™1(2z)
1 2cos(pr) -+ 297lcost™t(pz) .-+ 2" lcos™ (px)
1 2cos(nz) -+ 297 tcos?Y(nx) --- 277 Llcos"l(nz)

Mais il est facile d’obtenir le déterminant de cette derniere matrice. Il s’agit de

U2+ +(n=1) _ 9n(n=1)/2 o qéterminant de Vandermonde

134



évalué aux valeurs x1 = cos(z), o = cos(2z),...,2, = cos(nz). Ce déterminant est bien connu et nous
obtenons finalement que

D — on(n—1)/2 [ﬁ sin(iz)] H (cos(kx) — COS(jx)>

1<j<k<n

Pour terminer la preuve du lemme, il suffit de noter que si x = (7/N) et n = N — 1, chacun des termes

. i .. km jﬂ . .
) 3 - o 3 < < —
sm(N);éO sii=1,2,...,(N—=1) et (C%(N) 005<N>>7é0 sil<j<k<(N-1)

O

Comme nous voulons que la solution décroisse exponentiellement, peu importe le choix de la condition

initiale, une condition nécessaire pour ceci est que |k,| < 1 pour n = 1,2,...,(N — 1). Sinon nous aurions

pour certaines fonctions f(z) des solutions comportant des oscillations tres grandes pour des j suffisamment
grands.

Nous dirons donc que notre méthode numérique est stable si |k, | < 1 pour tout n =1,2,..., (N —1).
Sinon elle est instable. Comme
nmw
Ky = (1 — 20 (1 — cos (W)))
et 0 > 0, nous avons toujours k,, < 1 pour n =1,2,...,(N — 1). Pour la stabilité de notre méthode, nous

devons donc avoir que k,, > —1. Ainsi
nmw 1
Kp = (1720 (17008(—))) >-1 = o<————— pourtoutn=12,...,(N—1).
N (1 — cos (M»
N
Le terme de droite de cette derniére inégalité décroit avec n. Il suffit alors que

1

()

Lorsque N est grand, nous avons que cos((N — 1)7/N) ~ —1. Nous avons en fait que

o<

1

(55

Si nous prenons o < (1/2), alors notre méthode numérique sera stable. Dans nos exemples numériques
précédents, nous avions premierement

< pour tout N € N, N > 0.

N =

_1%2(0.0025) 1

0 - 1 si Az = 0.1 et At =0.0025

et nos calculs illustraient la stabilité; alors que

12 (0.01
UZM:1 si Az = 0.1 et At =0.01
(0.1)2

dans la deuxiéme situation et nos calculs illustraient bien 'instabilité.

Nous devons considérer aussi la question de la convergence de la solution numérique. Fixons o =
c? (At)/(Az)? dans notre méthode numérique. L’équation [3] est alors

Ui(j+1) — Ui(j) + U(Ul(i)l _ 2U1(J) + Uz(i)l)
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et considérons des maillages de notre domaine tels que Az — 0 et At — 0 (avec o fixé), i.e. que les mailles
deviennent de plus en plus fines, nous dirons alors que la méthode numérique converge si pour tout point
(x,t) dans notre domaine et (z;,t;) = (i (Az), j (At)) — (z,t), alors Ui(]) — u(x,t). Ici nous supposons que
x#0,0ett>0.

Nous allons premiérement esquisser un argument heuristique justifiant la convergence. Supposons que
le point (z,t) appartient & tous les maillages sur lesquels nous considérons la limite, i.e. = z; = i(Ax) et
t =t; = j(At). Nous pouvons toujours nous restreindre a ce cas a cause de la continuité de u(x,t). Nous

avons vu plus tot que Ui(j ) est une somme finie de fonctions de la forme

i (27 = (%) [ 20 (- n (2]

alors que u(x,t) est une somme infinie de fonctions de la forme

sin (5 ) exo - (F7) 1]

Dans ce dernier cas, il faut noter que la convergence de la série est tres rapide et que u(x,t) est approxima-
tivement égal a une somme finie. Maintenant esquissons la preuve que

sin @ k) — sin (wa) exp |— (m—ﬂ)Qt
N )™ )P ¢
lorsque Az — 0 et At — 0 en supposant que (n/N) << 1, i.e. (n/N) est petit relativement & 1. En effet,

N(Az)=¢ eti(Az)=z = sin <’7\?> = sin (W) - sm(”i;).

De méme, parce que

%<<1, U:(Ax)2’ N(Az)=¢ et t=j(At) = cos(n—)%l—f(—>2 et

=l (e () < o (] [ - 30 (2]
[-CErel - [-errQ)

Mais (Az — 0 et i(Az) =) = i — 0o , car © # 0. De méme, (At — 0 et j(At) =1t) = j — oo, car t # 0.
Avant de considérer la limite, rappelons que

J
lim [1 + a] =e* pour tout a € R.
J

J—00

Finalement si nous considérons la limite lorsque Az — 0 et At — 0, i.e. i — 0o et j — 00, alors

sin nmi I~ sin nmi 1 (cmr)2 t\ 1’ sin (nm:) . (cmr)Qt
—_ ~ —_— — |\ — - — _— — | — .
N )™ N ¢ j ¢ )P /
Ainsi la somme finie
N-1 .
. nmi j
Z Ay S1IN (N) an
n=1
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est approximativement égale a la somme

S () e[ (%)

qui est approximativement égale & u(x,t).
Si nous voulons étre plus précis, il faut tenir compte des termes d’erreur. C’est ce que nous allons
maintenant faire. Nous allons vérifier que si o < 1/2, alors Ui( 7

nous allons supposer que les dérivées partielles

converge vers u(x;,t;). Dans ce qui suivra,

0%u ; 0*u

2 et -

ot? Ozt
sont continues sur tout domaine de la forme [0,1] x [0,tF] o tr € R, tF > 0.
Etant donné Az > 0 et At > 0, nous avons vu au début du chapitre que

u(z,t + At) = u(x, t) + %(Jj, t) (At) + %%(m,a) (At)? (éq. [4])
“ 0? 104
u(z + Az, t) + u(z — Az, t) = 2u(x,t) + 871;(33, t) (Az)? + Ea—Z(ﬂ, t) (Az)? (éq. [5])

Ut <a<t+Atetz— Az < <z+ Az. En multipliant I’équation [4] par 1/(At), I'équation [5] par
02 /(Ax)? et en soustrayant ces deux équations, nous obtenons pour une solution u de 1’équation de la chaleur

2

(Az)?

u(z,t + At) — (u(x + Az, t) + u(z — Az, t))

1
@n"
est égal a 4
1 2¢? 10%u 2 o*u )
{(At) - (Ax)z} u(z,t) + [28t2(x,a) (At) — E@(ﬁ’t) (Az)?] .

Nous avons utilisé le fait que u est une solution de I’équation de la chaleur, i.e.

ou_ Lo
ot 92
Rappelons que o = c¢?(At)/(Ax)?. Alors
19%u , ! 84
u(z,t+At) = [ou(z+ Az, t)+(1—20) u(z, t) +ou(z— Az, t)] + QW(JJ, a) (At)® — (6 t) (At)?

Noter que
10%u ct 0tu

5 g (0:0) (A = 5 T5(5,0) (A = B

ou F est le terme d’erreur de discrétisation 4
Nous allons maintenant analyser le terme d’erreur e(J) = u(z;,t;) — Ui(J) pour 1 <i< (N—-1)etj>0.
)

Ici z; = i (Ax) et t; = j (At). Ainsi avec I'équation ci-dessus et 1'équation [3] définissant U,;”’, nous obtenons

6§j+1) U(J+1)

= u(ml, J+1)
10%u ct otu
=ocu(®iy1,t;) + (1 — 20) u(z;, t;) + ou(zi—1,t;) + [2 BT (zi, ) (At)* — ——(ﬁz, ;) (At) ]
— o Ui(—{-)l + (1 —20) Uz'(j) + an(i)J

) ) @ , [10%u .
— e+ 1-20) e o (1O ) (A7 = 5T ) (a0
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ouz; — (Az) < B <z + (Az) et t; < o5 < t; + (At).

Soit M) = max{|el(.j) | i =1,2,...,(N — 1)}, Perreur maximum en valeur absolue pour un temps
donné ¢;. En utilisant l'inégalité du triangle et le fait que les coefficients o et (1 — 20) sont > 0 parce que
0 < 0 < (1/2), nous obtenons

i+1) ) (G 10%u ct otu
D) < loeh |+ 10 = 22) )+ e + |5 ) (802 = S5 T ) (a0
) ) G, [L9%u 2 34
<oMY 4+ (1-20) MY +0 MY + 28162(3[;1,04])(&0 (61, 5) (At)?
13 U ¢t 9*u
() = 2Bt 2
M + 6t2 (331, ) 120 8%4 (ﬁ“tj) (At) .

Comme les points (x;, ), (5;,t;) appartiennent & un domaine [0,1] x [0, tp] pour un certain ¢p > 0 et que

19%u &t 0t
2 0t2 120 Ozt

est continue sur ce domaine compact (i.e. un ensemble borné et fermé), alors cette fonction est bornée, en
particulier il existe un nombre réel positif R tel que

2 4 o4

%%(zi,aj) — é—a%(ﬂi,tj) < R pour tout i, j.
Ainsi |el(]+1)\ < MW+ R (At)? et conséquemment MU+ < M)+ R (At)? pour tout j > 0. Nous avons
que M© = 0 par notre choix de Ui(o). 1l est alors facile de déduire par récurrence que M) < j R (At)2.
Comme précédemment, nous supposons que (z,t) est un des points de maillage pour lesquels nous calculons
la limite, i.e. t = j(At) et MY < Rt(At). Donc si (At) — 0, alors j — oo et M) — 0. Ceci montre que
lalgorithme converge si o < (1/2).

Pour clore ce chapitre, nous allons présenter une autre méthode numérique pour approximer la solution
u(zx,t), celle de Crank-Nicolson.

Une approche a laquelle nous pourrions penser pour notre probleme de la chaleur est d’utiliser I’approxi-
mation par différence finie centrée pour la dérivée partielle de u relativement a t. Celle-ci a été proposée par
Richardson en 1910. En d’autres mots, nous aurions alors que

Oou ~ u(z,t + (At)) — u(z, t — (At))

ot @t 2(A)

et nous aurions comme équation a résoudre

O ¥/ S W) S
2(At) - (A ) [Uzil _2U "’Uiil]'

Noter que dans ce cas, il nous faut ajouter les conditions: U(Ej ) = UéN) = 0 pour tout 5 > 0, ainsi que
des conditions initiales permettant de déterminer UZ-(O) et Ui(l) pour i = 1,2,...,(N — 1). Cependant cette
méthode n’est maintenant jamais utilisée, parce qu’elle est instable peu importe les valeurs de ¢2, Az et At.

John Crank et Phyllis Nicolson ont proposé en 1947 une méthode alternative. Il est possible de visualiser
I'approximation par différence finie progressive pour la dérivée partielle de u relativement & ¢ comme étant
Papproximation par différence finie centrée autour de ¢t + (At/2). Pour la dérivée partielle d’ordre deux par
rapport & x, nous voudrions I’évaluer & ¢ + (At/2), nous faisons la moyenne arithmétique des approximations
de cette dérivée évaluée a (z,t) et (x,t + At). Dans ce cas, la méthode de Crank-Nocolson est

Ui(j+1) _ UZ(J) U(J) 2Uz(j) + Uz(i)l U(J+1) _ 2U(]+1) UZ(iJlrl)

_ i i+1
(At) 2 (Az)? (Az)?
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Cette méthode est différente de la premiere méthode présentée au début du chapitre. Elle est implicite plutot
qu’explicite.
En effet, I’équation ci-dessus est équivalente a

o (i1 D) O Gt O hoO ,
_iUi(j-—{ )+ (1 +U)Ui(j+ ) §Ui(i‘i' ) _ §Ui(—Ji-)1 + (1 —U)Ui(]) + §Ui(i)1 (eq. [6])

pour 1 <i < (N—1)etj > 0. Il est aussi possible de généraliser la méthode de Crank-Nicolson en considérant
au lieu de la moyenne arithmétique des approximations de la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a = un
point quelconque entre ces deux valeurs approximatives. Nous parlerons alors de la 8-méthode. Ainsi

Ui(j+1) _ Uz(J) o, (1 9) Uz(i)l _ 2Ui(j) + Uz(i)l ; Uz(iTl) _ QUi(j+1) + Uz(iJlfl)
@an ¢ (Ax)? (Az)?

)

pour 1 <i< (N—1)etj>0etou0 <68 <1 dans cette derniere méthode. Cette équation est équivalente &

—00UYTY 4+ (14200 U5 — 00U = (1 - 0)0UY, + (1 —2(1 = )0)UY + (1 = 0)oUY,  (éq. [7)

pour 1 < i < (N —1)et 5 > 0. Il nous faut aussi ajouter les conditions: Uéj) = ](\?) =0 pour j >0
et Ui(o) = f(iAz) poir 1 < i < (N —1). Si 6§ = (1/2), nous obtenons la méthode de Crank-Nicolson, i.e.
Péquation [6], alors que si § = 0, nous avons la méthode explicite, i.e. I’équation [3]

Nous avons illustré ci-dessous les points du maillage qui interviennent dans les équations [6] et [7].

A
t

5 88!
J

(i-Di (i+1) X
0 - méthode

Y

Il faut donc résoudre un systéeme d’équations linéaires pour déterminer Ui(j ) dans la @-méthode (lorsque
0 < 6 <1). Cest I'explication du qualificatif “implicite” pour décrire ces méthodes. Plus précisément, en

supposant que UZ-(J ) connu pour tout 0 < ¢ < N, alors nous avons & résoudre un systéme de (N — 1) équations

linéaires dont les inconnues sont Ul(j H), Ug(j H), U 1(\?:1 ). Ce systeme est de la forme suivante:
(1+ 260) —lo 0 0
—0o (1+260) —0o 0 0
U(j"rl)
1
0 —0o (1+200) —bo 0 e 0
U(j-‘rl)
2
—v@
0 e 0 —0o (14 200) —bo 0
U(j-‘rl)
N-1
0 . e 0 —bo (14 260) —0o
0 0 —Oo (1+ 260)
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ot V) est un vecteur colonne (N — 1) x 1 fonction des valeurs Ui(j), 1<i<(N-1).

Ce systeme d’équations linéaires peut étre résolu sans trop de peine. La matrice du systeéme est tridi-
agonale et diagonalement dominante, i.e. chaque entrée sur la diagonale est strictement supérieure a la
somme des valeurs absolues des autres entrées sur la ligne ou la colonne la contenant. Cette #-méthode pour
0 < 0 < 1 nécessite plus de travail que la méthode explicite (f = 0), mais elle a des avantages quant & la
stabilité. C’est ce que nous allons maintenant étudier.

Proposition 1
(a) Soit (1/2) < 6 < 1. Alors la 8-méthode est numériquement stable. Nous disons alors que la §-méthode
est inconditionnellement stable.

(b) Soit 0 < 6 < (1/2). Si o < (1/2(1 — 20)), alors la -méthode est numériquement stable. Nous disons
alors que la -méthode est conditionnellement stable.

Preuve: Le cas ou 8 = 0 a été étudié précédemment, il s’agit de la méthode explicite, et nous avons
montré que la méthode est numériquement stable si ¢ < (1/2). Donc la partie (b) de la proposition pour
0 = 0 est vérifiée. Par la suite, nous supposerons que 6 > 0.

Pour étudier la stabilité, nous procederons comme pour la méthode explicite. Considérons le probleme
intermédiaire suivant:

—oUTY + (14 200) U7 — 0oUTTY = (1 = 0)aUD, + (1 = 2(1 — 0)0)UY) + (1 — )oU),

()
pour 1 <4 < (N —1) et j <0 avec la condition Uéj) = UJ(\,j) = 0 pour tout j >0

Par rapport a la #-méthode, nous avons laissé tomber la condition initiale Ui(o) = f(iAz) pour 1 < i <

(N —1). Nous allons déterminer des solutions non triviales du systéme (#) de la forme Ui(j) = F(i)G(j).
En remplagant dans ’équation, nous obtenons

—0oF(i+1)G(G+ 1)+ (14+200)F(i)G(j+1)—0cF(i—1)G(j + 1)
est égal
(1-0)cF(i+1)G(j)+ (1+200 —20)F(i)G(j) + (1 — 0)aF(i — 1)G(j).

Nous pouvons séparer ces deux fonctions et nous obtenons

G(i+1) (1—0)oF(i+1)+ (14200 —20)F(i)+ (1 —0)oF(i — 1)
G(j) —00F(i + 1)+ (14 200)F (i) — 0o F(i — 1)
:{ oF(i+1)—20F(G)+oF(i—1)

—0cF(i+ 1)+ (1+200)F(i) —0cF(i —1)

[+

Le terme de gauche est une fonction de j et celui de droite est une fonction de i. Pour que I’équation ci-dessus
soit vérifié, il faut que chacun des termes soit constant. Donc

GG+1) [ oF(i +1) — 20F (i) + o F(i — 1)
G(j) —0cF(i+ 1)+ (1+200)F(i) —0cF(i — 1)

J+1-2

ol A\ est une constante. Posons ' = A — 1. Nous obtenons ainsi deux équations:
oc(1+0NYF(@i+1)— 20+ XN +200N)VF(i) +o(1+0N)F(i—1)=0 et GG +1)=AG()

pour 1 <i< (N —1)etj<0. A ceci, il faut ajouter les conditionssuivantes:

UY =F0)G(G)=0,¥i>0 = F0)=0 et UY =FN)G({) =0 ¥j>0 = F(N)=0.
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En résumé, nous devons résoudre

oL+ ON)F(i+1)— 20+ XN +200\N)F(i) +o(1 +ON)F(i—1) =0 avec F(0) = F(N) =0 et
G +1) = AG())

pour 1 <i< (N —1)etj<0.

Si (1+6)N)=0,ie )N = —071 alors la premiere équation équivalente & F(i) = 0 pour tout 1 < i <
(N —1). Comme nous cherchons des solutions non triviales, nous pouvons donc supposer par le suite que
(1+6XN)#0,ie N #—-071

Si (1+6))#0,ie N #—0"1 alors la premiere équation est d’ordre 2 et elle est équivalente &

/

Fi+1)— {2+J(

HGA’))} F(i)+F(i—1)=0

apres avoir divisé par o(1 + 6X). Il nous faut étudier les racines du polynéme

!
. {2—1—
o

mm]x—i—lzo.

Nous avons trois cas: (i) deux racines réelles distinctes; (ii) une racine réelle double; (iii) deux racines
complexes non réelles distinctes. Dans les deux premiers cas (i) et (ii), & cause de la condition F(0) =
F(N) = 0, nous obtenons que F(i) = 0 pour 1 < i < (N — 1) et il nous faut rejeter ces deux cas. Il nous
faut donc considérer seulement le cas (iii). Ces deux racines sont

N N N N N N
1 4 t 1 — 4].
T osaren) T\ sa+en [0(1 I UR } R = e U R [ e v L(l U ]
Parce que ces racines sont complexes non réelles, nous devons avoir que

! li /
A { A )+4}<0 <= —4<——i——<0

a(14+6XN) [o(1+6N a(l1+6XN)

Si p est la norme de ces deux racines, alors comme pour le cas explicite et a cause de la condition F'(0) =
F(N) = 0, nous obtenons que

F(i):pisin (T) avecn € N, n>0, n20 (mod N)

Nous pourrions calculer explicitement p, mais ceci ne sera pas nécessaire pour la stabilité. Pour la deuxieme
équation G(j + 1) = AG(j), nous obtenons que la solution est G(j) = AN . Nous obtenons donc que

U9 = Apisin () M
i p sin N

avecn € N, n >0, nZ20 (mod N), est une solution du systeme (#), o1 0 < i < N et j > 0. Ici p et A
dépendent de n et nous écrirons p, et A, pour souligner cette dépendance. Il est possible de restreindre n
entre 1 et N — 1. Finalement nous obtenons que la solution de (#) est de la forme

N—-1 .
i 7; Qn Py S N n

Pour la stabilité, il faut s’assurer que |A,| < 1. Rappelons que A, = A, + 1. Conséquemment pour la
stabilité, il faut que s’assurer que —2 < A/, < 0. Nous avons montré ci-dessus que

)\I

_4<EHI§ES<O (inégalié [1])
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Noter que o > 0. Si (1+60X,) >0, i.e. A}, > —0~!, alors nous obtenons de I'inégalité [1]:

4o
—4o(1+ 0N N —4 14+ 400)\, < 400N —_— < X .
o(1+6X,) <A, <0 = o< (1+400)\, <4dobX, = (1+409)<n<0

Si (146))) <0,ie. X\, < —0"1 alors nous obtenons de 'inégalité [1]: —4o(1+6X,) > N/, > 0. Nous avons
alors une contradiction, car § >0 = X, <0 et aussi A}, > 0. Ainsi nous avons 'inégalité

4o ,

Si maintenant
4o
L
~ (1+4400)

alors nous aurons la stabilité de la #-méthode. Nous avons les équivalences suivantes

4
—2< —m = —2(1+400) < —40 = —1<-20(1-20). (inégalité [2])
g

Montrons maintenant (a). Soit (1/2) < @ < 1. Alors (1 —260) <0 et —20(1 —260) > 0. Conséquemment
Pinégalité [2] est vérifiée et par le fait méme la §-méthode est numériquement stable.
Montrons maintenant (b). Soit 0 < § < (1/2). Si

1
[ — — < — — > —
o< 51— 20) = 20(1-20)<1 = 20(1—20) > -1

car (1 —260) > 0. Ainsi I'inégalité [2] est vérifiée et par le fait méme la §-méthode est numériquement stable
si

1
< —
7= 51— 20)
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