CHAPITRE 9
L’équation d’onde pour une membrane circulaire.

Dans tous les probléemes considérés jusqu’a présent, nous avons obtenu apres avoir séparé les variables
léquation différentielle ordinaire suivante: X" + AX = 0 avec les conditions X (0) = 0, X (¢) = 0. Dans les
étapes subséquentes de la méthode de séparation de variables, nous avons ensuite déterminé les constantes A
qui font en sorte que les solutions X ne soient pas triviales (ce sont les valeurs propres) et les solutions X, pour
chacune de ces valeurs propres A. Dans la derniere étape, nous terminons en utilisant ’orthogonalité de ces
fonctions caractéristiques pour exprimer certaines fonctions comme des séries de Fourier. Cette situation est
plus générale que ce que nous avons vu jusqu’a maintenant. C’est ce qui est convenu d’appeler les problemes
(des valeurs propres) de Sturm-Liouville. Sturm (mathématicien frangais d’origine suisse, Genéve, 1803 -
Paris, 1855) a entre autres mesuré la vitesse du son dans ’eau et a énoncé un théoréme précisant le nombre
de racines réelles d’un polynéme a coefficients réels dans un intervalle quelconque. Liouville (mathématicien
francgais, Saint-Omer, 1809 - Paris, 1882) a été I'un des principaux analystes de son temps.

Nous allons maintenant considérer un probleme d’EDP, I’équation d’onde pour une membrane circulaire,
pour lequel ce ne sont plus des fonctions trigonométriques qui apparaissent comme fonction caractéristique,
mais plutot des fonctions de Bessel (astronome allemand, Minden, 1784 - Konigsberg, 1846). Nous rap-
pellerons ce que sont ces fonctions plus tard. Un point important est que ces fonctions satisfont aussi
des relations d’orthogonalité. La preuve de ceci sera faite au prochain chapitre lorsque nous discuterons
justement des problemes de Sturm-Liouville.

Soient un nombre R réel positif > 0, le disque D = {(z,y) € R? | 22 + y? < R?} centré a l'origine de
rayon R et le bord D = {(z,y) € D | 2* + y* = R?} du disque. Considérons le probleme d’EDP suivant:

2 2 2
%: 2($+g;) Oﬁu:u(xay7t) aVeC(i,y)ED,tZO,

pour lequel la condition & la frontiere est u(x,y,t) = 0 pour tout (z,y) € dD et t > 0 et les conditions
initiales sont u(x,y,0) = f(z,y) et %(x,y,O) = g(z,y) pour tout (z,y) € D. f(x,y) est le déplacement
initial et g(z,y) est la vitesse initiale de la membrane circulaire.

Il est préférable d’écrire le probleme en coordonnées polaires plutdt qu’en coordonnées cartésiennes,
notamment parce que la condition a la frontiere s’écrit simplement dans ces coordonnées . Rappelons ce que
sont les coordonnées polaires. A un point P du plan, nous pouvons associer deux nombres réels (r,0), r > 0
et 0 < 0 < 2w, ou r est la distance entre le point P et 'origine O = (0,0) et 6 est la mesure (en radians) de
Pangle fait par la demi-droite des = positifs et la demi-droite passant par P issue de l'origine O. Si (z,y)
(respectivement (r,6)) sont les coordonnées cartésiennes (respectivement polaires) de P, alors

{x:rcos(ﬁ); ot {T:1/$2+y2;

y = rsin(6); 6 = arctan(y/z).

L’équation d’onde
Pu 5 (0*u O
—_ —¢ -
ot? oxr2 = 0y?

devient 'EDP suivante en coordonnées polaires:

Pu_ (0 10 1o
oz~ \or2 "r2002 " ror )

En effet, par la regle de chaines, nous avons
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e 0 (. Ou  cos(f) Ou cos() 0 (. OJu  cos(f) Ou

=sin0) 5 (bmw) or VT 39) e O gt

— sin2(6) 9*u N 2sin(f) cos() 0%u | cos®(0) 0%*u  cos*(0) du  2sin(f)cos(d) du

Y G r or00 T2 002+ or r 6"

En substituant dans ’'EDP
0%u o (0?u  O%u
— _ —c —+—,
ot? ox? = Oy?

Pu_ (@ 150 10u
o ar?  r2002  ror)’

La condition & la frontiere u(x,y,t) = 0 pour tout (x,y) € 9D et t > 0 devient u(R,,t) = 0 pour 6 € [0, 27|

et t>0.

Dans ce qui suivra, nous avons noté le déplacement vertical initial et la vitesse initiale en fonction des
coordonnées polaires respectivement par f(r,0) et g(r,0), i.e

nous obtenons

f(r,0) = f(rcos(9),rsin(0)) et §(r,0) = g(rcos(f), rsin(6)).
Nous avons ainsi le probleme d’EDP suivant:

0%u 9 9%u 1 0%u 1 Ou .
=7 = (87‘2—’_7“2892—’_7“37”) outu=u(rbt), 0<r<R 0<6<2m, t>0,

avec la condition & la frontiere
u(R,0,t) =0 pour tout 6 € [0,27] et ¢t >0

et les conditions initiales

u(r,0,0) = f(r,0) et %(r,&())zﬁ(r,@) pour 0<r<R e 0<6<2m.

Nous allons étudier dans ce chapitre une situation plus restreinte que celle ci-dessus. Nous supposerons
que le déplacement initial et la vitesse initiale sont indépendantes de #. En d’autres mots, le déplacement

82



initial et la vitesse initiale sont circulairement symétriques. Nous allons chercher a déterminer dans cette
situation les solutions u = u(r, 6, t) qui sont indépendantes de . Si la solution u est indépendante de 6, alors

2
Ou_o o 2U_,

a0 962
En substituant ceci dans 'EDP, nous obtenons

Pu_ (| 1on
6t2_c or2  ror)’

Si nous résumons, nous allons étudier le probleme (plus restreint) suivant

Pu_a(u oy
o2 or2  ror on = ulr

avec la condition a la frontiere
u(R,t) =0 pour tout t >0

et les conditions initiales

u(r,0) = f(r) et %(T, 0)=g(r) pour 0<r<R.

Nous supposons aussi que, pour tout ¢t = t¢ fixé, la fonction r — u(r,tg) est bornée si r € [0, R]. Cette
condition correspond au fait qu’en tout temps le déplacement vertical de la membrane est borné.

Nous allons utiliser la méthode de séparation de variables. Dans cette méthode, il nous faut dans un
premier temps étudier un probleme intermédiaire. Dans le cas présent, ce probleme est

0?u o (0?u  10u
* — ===+ = avec la condition u(R,t) =0, ot u=u(r,t), 0<r <R, t > 0.
() {3t2 or2  ror (R,1) (rt), 0<r< =
Nous cherchons ensuite & déterminer des solutions non triviales u de la forme spéciale u(r,t) = F(r)G(t).

En substituant cette solution dans ’EDP et en séparant les variables, nous obtenons
G// F// F/
FG"=A(F'G+r7'F'G) = —m=—7+—7.
( * ) e F * rF

Cette derniere équation est obtenue en divisant les deux c6tés de la premiere équation par c2FG. Ici F’ et
F" désignent les dérivées premiere et seconde de F par rapport a r, alors que G” désigne la dérivée seconde
de G par rapport a t. Parce que le terme de gauche de la derniére équation est une fonction de ¢ seulement
et celui de droite, une fonction de r seulement, alors ces deux termes doivent étre égaux a une constante .
Nous avons donc

2 - F o) " APG =0,

G’ F" F { rF" + F' — \rF = 0;
=

La condition & la frontiere u(R,t) = 0 pour tout t > 0 a conséquence que u(R,t) = F(R)G(t) = 0 pour
tout t > 0. Comme nous cherchons des solutions non triviales, alors il existe une valeur de ¢t = tg telle que
G(to) # 0 et conséquemment F(R) = 0 en considérant u(R,tg) = F(R)G(tp) = 0. De plus, comme nous
supposons aussi que la fonction r — u(r, tp) est bornée si r € [0, R] pour tout ¢t = ¢, fixé, alors F(r) est une
fonction bornée sur 'intervalle [0, R).

Ainsi nous avons le systéme suivant:

r?F" +rF' — \r?F =0 avec F(R) =0 et F(r) bornée sur [0, R];
G" — \c*G = 0.
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Parce que F(R) = 0 et que F(r) soit une fonction bornée sur I'intervalle [0, R], alors il est possible de
montrer que la constante A < 0. Nous verrons cette preuve plus tard dans le chapitre. Nous allons pour
I'instant admettre ceci et poursuivre notre exposition de la méthode de séparation de variables.

Notons A = —p? ot1 p > 0 et considérons aussi la nouvelle variable s = pr. Nous allons récrire I’équation
r2F" 4+ rF' — M\r2F = 0 en terme de cette nouvelle variable s. Nous obtenons de la régle de chaines que

dr ds dr Tds’ e dr

dFF  dF ds dFF  d*°F d dF d dF\ ds G d*F
_ _ R ey
dr ds

- Pas) = as \Pas

En substituant dans I’équation différentielle r2F” + rF’ + (pr)?F = 0, nous obtenons

2 2 2
] G d°F s\ dF 9 G d°F dF 9
- — - | p— F=0 = — — F=0.
(p) D d52+(p>pd5+8 s d52+8d5+8

Ceci est I'équation de Bessel de parametre v = 0. (On dit aussi d’ordre v = 0.)
Nous allons maintenant rappeller ce qu’est ’équation de Bessel et ce que sont les fonctions de Bessel.
L’équation de Bessel de paramétre (ou ordre ) v est

> f daf
2 2 2 .
== 4+ 22— + (v =0. éq. |1
@y (éa. [1)
Nous pouvons supposer que v > 0. C’est une équation linéaire homogene d’ordre 2. Conséquemment pour
décrire toutes les solutions de I’équation [1], il nous faut déterminer deux solutions f; et fy linéairement
indépendantes et toutes les solutions seront alors des combinaisons linéaires Af; + Bfs.

Si u € R, nous noterons par J,(z), la série suivante

N (—1)m s S
ulz) = (2) mz_o((m') F(ulerJrl)) (5) ou F(y):/o e rald

est la fonction gamma.
Lemme 1 a) La série

S (e Y
Lo \(m) D(p+m+1) ) \2
converge pour tout z € R.

b) Si p > 0, alors J,(z) est définie pour tout z > 0.

¢)Sipe€Z, p=—-n<0avecn e N, alors J_,(z) = (—1)"J,(z) et J_,,(z) est définie pour tout z > 0.

d) Sip<0etpdZ, alors J,(z) est définie pour tout z > 0 et

lim J,(z) =

z—0t

oo, sil(p+1)>0;
—o0, sil(p+1)<0.

Preuve. a) Remplacons (2/2)? par w et considérons la série (en w) ainsi obtenue

> (Gt ™

m=0

Le rayon de convergence p de cette derniere série est

= lim ’ ((=1)™/(m!) T(su + m + 1)) ’: - ’(m+1)! T(u+m+2)
m—oo | ((=1)™+1/(m 4+ 1)! T'(u+ m + 2)) m! T(p+m+1)
= lim | (m+1) (n+m+1) | = oo,

m— 00
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& cause de I’équation fonctionnelle T'(y 4+ 1) = yI'(y). De ceci, nous obtenons que la série

S (i) ()

m=0

converge pour tout z € R.

b) Si u > 0, alors

Z\H s (=™ z\2m
G = X (3)
2 S \(m) D(p+m+1) ) \2
sont définies pour tout z > 0. Donc J,,(z) est bien définie pour tout z > 0.

¢) Sip=—-n<0avecn €N, alors

=™

m! D(—n+m+1)

=0 sim=0,1,2,...,(n—1)

parce que I'(k) = +oo si k € Z et k < 0. Conséquemment

Ton(z) = (;)_nmz_:o <(m!) I‘((—:L)—T:m + 1)> (%)2m - (;)_nmzzn <(m!) F((—i)—:—nm + 1)) (%)Qm
2\ —1)mtn 2\ 2(m+n) 2\ — 1™ z\2m
- (5) Z <(m —|—(n)1!)F(m + 1)> (5) "= (=1)" (5) Z (F(m —S— nl:— 1) m!> (5)

parce que I'(k + 1) = k! pour tout k € N. A cause de b), nous avons que J,(z) = (—1)"J,(z) est définie
pour tout z > 0.

d) Sip<0etpeZ, alors

N (1" N
(3) @ mz_((m!) F(u1+m+1)>(2)

sont définies pour tout z > 0. Lorsque z — 0, alors la série

S (i) ()

m=0

approche 1/T'(u+ 1) et comme p n’est pas un entier cette derniere valeur est bornée. Mais la fonction

)

diverge vers oo si z — 07 parce que p est strictement négatif. Ceci complete la preuve de d). D

La fonction J,(2) est la fonction de Bessel du premier type de paramétre (ou encore d’ordre
). Nous avons tracé a la figure [1] le graphe des fonctions J; /2(2) et J3/2(z) pour z € [0,10] et & la figure
[2] le graphe des fonctions J_;/5(2) et J_3/2(z) pour z € [0,10].
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Théoréeme 1 Si v ¢ Z, alors la solution générale de I'équation de Bessel (éq. [1]) est de la forme
AJ,(z) + BJ_,(2), ou J,(2) et J_,(2) sont les fonctions de Bessel du premier type de parametre v et —v
respectivement et A, B sont des nombres réels quelconques.
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Preuve. 1l suffit de vérifier que les deux fonctions J, (z) et J_,(z) sont des solutions de 1’équation [1] et
qu’en plus elles sont linéairement indépendantes.
Nous avons que 22J% () + 2J,(2) — (£v)%J1,(2) est égale &
S U@y 1) sy S5 DM E)
m! T'(+v + m + 1)22m+v m! T(+v + m + 1)22m+v

m=0 m=0

_ io: (_1)m(iy)2 Z2mil/.
L=om! D(tv +m+ 1)22m+v

Ainsi nous obtenons en regroupant les termes que 22JY (2) + 2J,(2) — (£v)?J1,(2) est égal &

= (C)M[@m ) @mr—1) + @nEr) - @] e S (CDMm ) o,
Z:: m! T(+v +m + 1) 22m+v A = Z m! T(+v +m + 1) 22m+v :

m=0 m=0

= i (_1)m4m (m + V) ZQm:I:V _ i (_1)m+14(m + 1) (m tv+ 1) ZQm:tV+2
m! (v +m + 1) 22m+v (m+ D) T(£v + m + 2) 22(m+D)Ev

m=1 m=0

oo

=02 v o Joe 2 = ()P )

Nous obtenons donc que 22JY,(2) + 2J,(2) + (2% — (£v)?)Jx,(2) = 0. Ainsi J,(2) et J_,(z) sont des
solutions de I’équation de Bessel d’ordre v.

Pour montrer que les fonctions J,(z) et J_, (z) sont linéairement indépendantes, une fagon est de calculer
leur wronskien
Ju(z)  J-u(?)
Ji(z) JL,(2)

et montrer que cette fonction n’est pas nulle. Nous ne ferons pas ce calcul dans ces notes, mais il est possible
de montrer que

W (), T (2)) = \

W (2), Ty (2)) = —2500T)

4

Parce que v ¢ Z, alors sin(vm) # 0 et le wronskien W (J,(z), J_,(z)) est non nul. De ceci, nous pouvons
conclure que J,(z) et J_,(z) sont deux solutions linéairement indépendantes de ’équation de Bessel de
parametre v et que la solution générale de cette équation est AJ,(z) + BJ_,(z) (siv & Z). =

Nous n’avons pas expliqué comment ces fonctions ont été obtenues. Il faut utiliser la méthode de
Frobenius, i.e. que nous supposons que la solution est de la forme z# Zfi:o amz™ avec ag # 0, en dérivant
terme-a-terme et en remplagant dans I’équation de Bessel de parameétre v, nous obtenons

ao(p? —v?) 2" +ar (i +2p+ 1 —v?) 2#T 4 Z am[(m 4 1) = V2] + apoz™ T = 0.

m=2

Chacun des coefficients devant les 2™ +# doit étre 0. Comme ag # 0 et que ag(u? — v?) = 0, nous pouvons
conclure que p = v ou —v. Si nous considérons maintenant a; (u*+2p+1—v?) = 0 pour y = v ou —v, nous
obtenons a1 = 0. Plus précisément si v # —1/2, nous obtenons que a; = 0. Si v = —1/2, nous pourrions
avoir a; # 0, mais dans ce cas, la somme z~1/2 Y m Gm 2™, avec m impair dans la somme, sera un multiple de
J1/2(2). Comme ses termes sont déja pris en compte, nous pouvons aussi supposer dans ce cas de v = —1/2
que a; = 0. Finalement de a,,[(m + p)? — v?] + am—2 = 0, nous obtenons la relation de récurrence

-1

m Ay —2 sim Z 2.

Oy =
De ceci et du fait que a; = 0, nous obtenons facilement que a,, = 0 si m est impaire. Nous obtenons J,(z)

et J_,(z) en prenant
1

W BT (1)
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dans la relation de récurrence et en calculant a,, pour tout entier m pair.

Le théoreme 1 nous est que partiellement utile. En effet ce que nous avons a résoudre c’est plutot
Péquation de Bessel de parametre v = 0. Si v = n € N, alors les fonctions J,(2) et J_,(z) sont bien des
solutions de I’équation de Bessel de parametre v, mais ces deux fonctions sont linéairement dépendantes. En
effet, comme nous ’avons noté dans la preuve du théoreme 1, le wronskien dans ce cas est

W (n(2), T n(2)) = —2220T)

w4

Nous avons vérifié au lemme 1 ¢) que J_,,(2) = (=1)"J,(z). Il nous faut donc déterminer une autre solution
linéairement indépendante de J,(z) pour nous permettre d’écrire la solution générale de 1’équation de Bessel
de parametre v =n € N.

Nous définissons la fonction de Bessel du deuxiéme type de parameétre n comme étant la limite

Jy (%) cos(vr) — JV(Z)> |

sin(v)

Y,(2) = lim <

v—n

Théoréme 2 Si v = n € Z, alors la solution générale de I'équation de Bessel (éq. [1]) est de la forme
AJ,(z)+ BY,(z), ot J,(z) et Y,,(z) sont respectivement les fonctions de Bessel du premier et deuxiéme type
de parametre n.

Preuve. 11 suffit de vérifier que les deux fonctions J,(z) et Y, (z) sont des solutions de I’équation [1] et
qu’en plus elles sont lindairement indépendantes. Nous savons déja que J,(z) est une fonction. Pour ce qui
est de Y,,(2), nous avons que si v € R, alors

Jy(z) cos(vm) — J_,(2)

sin(v)

Y. (2) =

est aussi une solution de ’équation de Bessel de parametre v parce que cette équation est linéaire homogene
et que J,(z) et J_,(z) sont des solutions. Ainsi

2Y)(2) +2Y0(2) + (22 =), (2) =0 = lim 22Y)(2) + 2V (2) + (22 =AY, (2) =0 =

rv—n

2V (2) + 2Y ) (2) + (22 = n?)Y,(2) = 0

Disons qu’ici nous trichons un peu. Parce que nous supposons que

lim ¥ (2) = (1im YV(Z))’ =Vi(x) et limY/(z)=(lim Yl,(z))u —Y'(2).

n
v—n v—n v—n v—n

Mais il y a une autre facon de procéder. Il est possible de déterminer Y,,(z). En effet,

T m! 4 2

Yo(2) = C(z/2) "—_1 (n—m—1)! <z2)mJr %ln (f) 7.(2)

[}

m

(2/2)"

™

(=z2/4™
m!(n +m)!

M8

[W(m+1)+v(n+m+1)]

m=0

3

3

ou

1 1 1
¥(1) = —v (constante d’Euler) i.e v = lim (1 ottt ln(i)) = 0.57721566490.. . .
1—00 2
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De cette expression il est alors possible de vérifier que Y,,(z) est bien une solution de I’équation de Bessel de
parametre n. Nous laisserons a I’étudiant le soin de faire cette vérification.

Pour montrer que les fonctions J,(z) et Y;,(z) sont linéairement indépendantes, une facon est de calculer
leur wronskien
Jn(2)  Ya(z)

W (Jn(2),Yn(2)) = ’ J(z) Y!(z)

et montrer que cette fonction n’est pas nulle. Nous ne ferons pas ce calcul dans ces notes, mais il est possible
de vérifier que

Donc le wronskien W (J,,(z),Y, (%)) est non nul. De ceci, nous pouvons conclure que J,(z) et Y;,(z) sont
deux solutions linéairement indépendantes de I’équation de Bessel de parameétre n et que la solution générale
de cette équation est AJ,(z) + BY,(z) (siv=mn € N). D

Nous avons tracé a la figure [3] le graphe des fonctions Jo(z), Ji1(2) et J2(z) pour z € [0,10] et & la
figure [4] le graphe des fonctions Yy(z) et Y1(z) pour z € [0, 10].

1

/ JO(X)
0.8 1 e

0.6 1)

0.4 1

0.2

10

0.4 ]

Figure [3]

Cette derniere figure illustre un point qui sera important pour nous, c’est que la limite de Y,,(z) approche
—o0 si z approche 0F. En effet,

J,(2) cos(vm) = J_, (2)
( )

sin(vm)

= lim lim

lim Y,(z) = lim lim Jim lim,

z—0t z2—0t v—n

= —00

J,(2) cos(vm) = J_, (2)
( )

sin(v)

parce que J,(0) = 1siv =0et 0siv # 0, alors que lim, o+ J_,(2) =cosi '(—v+ 1) > 0 et = —o0 si
I'(—v+1) < 0. Mais I'(—v+1) > 0 si et seulement si sin(vm) > 0. Nous obtenons bien que lim, g+ Y, (2) =
—oo. Dans cet argument, nous trichons un peu parce qu’a un certain point nous intervertissons la limite
lorsque z approche 0T et la limite lorsque v approche n. Une autre fagon de vérifier que Y,,(z) approche —co
est de considérer ’expression donné a la page 82 de Y,,(2). Cette expression contient entre autres un terme
de la forme 21n(z/2)J,,(z)/m et ce dernier diverge vers —oo lorsque z — 0.
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—0.8 - ¥y(x)

2] \

] Y, (x)

] Figure [4]

Il est possible de montrer que si les valeurs de z sont pres de 0, alors
Jo(2) =1, Ji(2) = 2/2, Jo(2) = 2%/8, Yo(z)=~2In(z)/m, Yi(z)~ —2/(nz), Ya(z)=~ —4/(12%).

Pour des valeurs de z tres grandes, (z — o0), alors

Il y aurait encore beaucoup a écrire, mais nous allons maintenant fermer notre parenthese sur I’équation
de Bessel et les fonctions de Bessel.
Si nous revenons a ’équation d’onde pour une membrane circulaire, nous en étions a ’équation suivante:

d*F dF
2 2
— +s— +s°F=0.
T

Donc F' comme fonction de s sera de la forme AJy(s) + BYy(s) ot A et B sont des nombres réels, parce que
ceci est la solution générale de ’équation de Bessel de parametre v = 0. Comme s = pr, alors F' comme
fonction de r est F(r) = AJy(pr) + BYy(pr). Rappelons que F' doit étre une fonction bornée pour r € [0, R].
Pour que ceci soit vérifié, il faut nécessairement que B = 0. Sinon comme la limite

rli%l+ YO(pT) = =00,

F n’est pas bornée. Conséquemment F(r) = AJy(pr). Nous pouvons supposer que A # 0 de fagon & ne pas
avoir une solution triviale.

Si nous considérons maintenant la condition F(R) = 0, alors Jo(pR) = 0, i.e. pR est un zéro de Jy.
Rappelons qu'un nombre réel a est un zéro de Jy si et seulement si Jo(a) = 0. Il est possible de montrer
que la fonction de Bessel Jy a une infinité de zéros réels positifs: 0 < a3 < as < az < .... Il existe des
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tables des valeurs de ces zéros. Ainsi oy = 2.4048..., a9 = 5.5201..., ag = 8.6537..., ay = 11.7915.. .,
as = 14.9309. .. etc. Ces zéros sont disposés irrégulierement. Donc pR = «a,, pour un certain n > 1.
Conséquemment pour chaque valeur de n € N, n > 1, nous avons

n= () rem () i - (%)

respectivement comme valeurs possibles de p, de A et de F' correspondant a cette valeur propre A. Il nous
reste & considérer I’équation différentielle

ca,

2
R> G=0 pour A= \,.

¢"-APG=0 = "+
La solution générale de cette équation est
nl . nt
Gn(t) = C cos (ci% ) + Dsin (CC]; ) .

De tout ce qui précede et en remplacant AC et AD par a,, et b,, nous obtenons que

Jo (%) [an cos (Cogt) + b, sin (Cogt)]

est une solution du probleme intermédiaire

2 2
(%) {g:; =2 (ZTZ + igj) avec la condition u(R,t) = 0.

Comme cette EDP est linéaire homogene et que la condition a la frontiére est aussi homogene, nous
pouvons alors utiliser le principe de superposition pour obtenir la solution formelle

u(r,t) = ; Jo (%) [an cos (C(th) + b, sin (cogt)]

du probleme (x).
Si nous voulons en plus qu’une telle solution satisfasse aussi les conditions initiales, nous voulons donc
que

i anJo (%) = f(r) et i (%) bnJo (%) =g(r) pour tout r € [0, R].
n=1

En conclusion, si nous voulons compléetement déterminer le déplacement vertical d’'une membrane cir-
culaire, il nous faut pouvoir exprimer les fonctions f(r) et §(r) comme des sommes de fonctions Jo(%55).
On dit que de telles sommes sont des séries de Fourier-Bessel.

Nous verrons plus tard que

Qp = (%) /OR rf(r)JO (%) dr et b, = (wanR?If(an)) /OR rg(r)Jy (%) dr

pour n € N,n > 1.

Nous obtenons facilement ce qui précede en utilisant les relations d’orthogonalité pour les fonctions de
Bessel. Nous allons maintenant seulement énoncer ses relations. Leur preuve sera faite au prochain chapitre
sur les problemes de Sturm-Liouville.

Si0 < arm < Qam < agm < ... sont les zéros positifs (> 0) de la fonction de Bessel J,,(z) de parametre
m € N et A\ = @ /R pour n = 1,2,. .., alors les fonctions suivantes Jy,, (A1 2), Jm(A2mz), Jm(Azmz), - -
forment un systéme orthogonal sur l'intervalle [0, R] par rapport & la fonction de poids p(z) = z, i.e.

R
/ 2dm(Anm2) Im(Akmz) dz =0 si k #n.
0
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Il faut aussi utiliser la norme de ces fonctions, i.e.

2 R 2 R2 2
oo = [ 27 0m) d = T2 s iR

Nous verrons aussi cette formule au prochain chapitre.
Pour clore ce chapitre, il nous faut encore montrer que la constante A dans le probleme

r?F" +rF' — \?F =0 avec F(R) =0 et F bornée sur [0, R]

ne peut étre que strictement négative, i.e. A < 0. Nous avons fait cette hypothese dans notre étude du
probléme intermédiaire (*), mais nous ne ’avons toujours pas vérifié. Il nous faut donc exclure les cas A = 0
et A > 0.

Si nous commencons par le cas A = 0, alors r2F” 4+ rF’ = 0. Donc F'(r) = cr~! avec ¢ une constante
et F(r) = cln(r) + ¢ ol ¢ est une autre constante. Pour que F soit bornée sur [0, R], alors ¢ = 0. Parce
que F(R) = 0, nous obtenons ¢’ = 0. Ainsi si A = 0, nous obtenons que F' = 0 et comme nous cherchons des
solutions non triviales, nous pouvons exclure ce cas.

Si maintenant nous considérons le cas A = p?, alors notre équation différentielle devient r2F" + rF’ —
(pr)?F = 0. En considérant la nouvelle variable s = pr, nous obtenons en utilisant la régle de chaines

d*F dF
SQE +s£ —s’F =0.

Ceci est une équation différente de 1’équation de Bessel. Nonobstant cette différence, ces équations ont
aussi été bien étudiées. La solution générale est de la forme Aly(s) + BKy(s) ou les fonctions Iy et Ky
sont les fonctions de Bessel modifiées. Il est connu que Ip(z) > 0 pour tout z > 0, Ip(0) = 1 et que
lim, ¢+ Ko(2) = c0. Donc nous aurions que F(r) = Aly(pr) + BKo(pr) pour tout r € [0, R]. Comme nous
voulons que F' soit bornée comme fonction de r, alors B = 0 sinon, a cause de lim,_, o+ Ko(z) = 00, nous
aurions une contradiction. Ainsi F(r) = Aly(pr). Comme Iy(z) # 0 si z > 0 et parce que F(R) = 0, nous
obtenons alors que AIH(R) =0 = A =0. Donc F = 0. Mais ceci est impossible si nous voulons que la
solution u ne soit pas triviale. Nous devons exclure ce cas.

Nous avons tracé a la figure [5] le graphe de Iy(z) et Ko(z) pour z € [0, 3].

1

Kx)

e

04 08 12 16 2 24 28 «x
Figure [5]
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Exercice 9.1
Développer les fonctions suivantes f(z) sur I'intervalle [0, R] oi R > 0 en série de Fourier-Bessel de la forme

-y an®
I)_;a"‘]‘)( R)

ou Jy est la fonction de Bessel du premier type de parametre v = 0 et «a,, est la n iéme racine positive de
Jo(z) en sachant que (¥ J,(x)) = z¥J,_1(x).

a) f(z) =1 pour tout x et R > 0 est quelconque.

b) f(x)=1—-2%et R=1.

c) flx)=1—2atet R=1.

Exercice 9.2 (1)
Rappelons que ’équation d’onde en coordonnées polaires est

Ou_ (P 10P 1ow
o2 or2  r2002  ror

) ou u = u(r,0,t). (éq. [2])

Nous allons résoudre le probleme de 1’équation d’onde pour une membrane circulaire de rayon R en ne
supposant pas que u soit indépendant de 6.

a) En utilisant la substitution u(r,6,t) = F(r,0)G(t) dans I'équation [2], montrer que nous obtenons les
deux équations
d*G .

R2F 10F 1 0*F ,
5zt oo T g tHF = (éq. [4])

ou k est une constante.

b) En utilisant la substitution F(r,8) = H(r)L(6) dans 1’équation [4], montrer que nous obtenons les deux
équations

0?L

JRN— 2 — A
ETD +n°L=0 (éq. [5])
H  dH
2 2 2 _ ‘
ria T (k)T =0t )H =0 (6q. [6])

ou n est une constante.

¢) Montrer que

u(r,6,t) ZZumnrﬁt—i—ZZumnret

n=0m=1 n=1m=1

est une solution de I’équation [2] qui satisfait la condition u(R,#,t) = 0 pour tout 8 € [0,27] et t > 0, ol

U (7, 0,t) = [Am,n cos (W) + B, nsin (MRM)] Jn (an}%nr> cos(nd) et

mnt . mnt m.,n .
(1828 = | A0 () i ()|, (25 ) singo).

Ici J,(z) désigne la fonction de Bessel du premier type d’ordre n, u, , est la m iéme racine positive de

In(2).
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Exercice 9.3
Montrer que

oo
exp (S(—th) = 30 () ()
en utilisant le fait que
o0 :L'n
exp(z) = Z e
n=0
Exercice 9.4
Montrer que
etz sin(0) )+ 2 Z Jon(z) cos(2n8) + 24 Z Jon—1(2) sin((2n — 1)0) (9)
n=1
cos(zsin(f)) )+2 Z Jan(z) cos(2n0)
sin(zsin(6)) = 2 Z Jon—1(z)sin((2n — 1)0)

en posant t = ¢’ dans (#), ol i = /—1.

Exercice 9.5
Montrer que
1 27

— cos(nf — zsin(0)) df = J,(2)
27
en utilisant # 2 et I'orthogonalité des fonctions trigonométriques.

Exercice 9.6
Montrer que

e#c3(0) — J(z (Z )" o (2) cos(2n6) ) + 2i <Z )" 1 (2) cos((2n — 1)0))

n=1

cos(z cos(h)) )+ 2 Z )" Jo,, (2) cos(2n6)
sin(z cos( Z )" o _1(2) cos((2n — 1)8)
n=1

Exercice 9.7
Montrer que

d d/, o
ﬁ((]o(a:)) =—Ji(z) et %<x J,,(a:)) =2"J,_1(z) pour tout v € R.
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Exercice 9.8
Posons

outaeR a>0,a,beN,b>0.

(a) Si @ > 1, alors montrer que

2a
Ia,b = (042) Iafl,bJrl-
(b) Montrer que Iy, = a’Jy(a).
(c) Montrer que I, = 2%(a!) a®=2 J,1p(a).

Exercice 9.9
Déterminer la solution u = u(r,t) du probleme

Pu [82u 1 0u

. Z 4 = <r< <
92 8r2+r67‘} avec 0 <r <R, 0<t

et tel que u(R,t) = 0 pour tout t > 0,
; r\2]" ou
u(r,0) = f(r) = [1 - (*) ] et E(T’ 0)=g(r)=0 pourtout 0 <r <R.

Icipe N, p>0.
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