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PRÉFACE

Ces notes s’adressent aux étudiantes et étudiants du cours Équations aux dérivées partielles (Sigle:
MAT4112). Elles constituent la matière d’un cours de premier cycle d’une quarantaine d’heures. Elles sont
divisées en douze chapitres. On y traite entre autres de la classification des équations aux dérivées partielles
linéaires d’ordre 2, de la méthode de séparation de variables, des séries de Fourier et leurs généralisations,
des problèmes de Sturm-Liouville. Les problèmes classiques: l’équation d’onde, de la chaleur et du potentiel
pour des domaines spatiaux bornés sont étudiés. Nous terminons en introduisant des méthodes numériques
pour résoudre l’équation de la chaleur.

Dans des éditions ultérieures, d’autres chapitres devront être ajoutés; par exemple, pour traiter des
problèmes non homogènes ou encore de traiter plus les méthodes numériques. Il faudra aussi compléter
ces notes en y ajoutant les problèmes classiques: l’équation d’onde, de la chaleur et du potentiel pour des
domaines spatiaux non bornés.

Quelques exercices sont inclus à la fin de chaque chapitre. Ceux marqués d’un (†) sont considérés comme
étant difficile et nécessitent parfois des notions vues dans d’autres cours de mathématiques. Il y a très peu
d’exercices de ce type. Ils ne sont là que pour éveiller la curiosité des étudiantes et étudiants sur d’autres
sujets mathématiques.

Les preuves de certains des théorèmes ou propositions ne sont qu’esquisser dans le texte. J’ai préféré
procéder ainsi pour ne pas trop alourdir ces notes de cours en espérant que les étudiantes et étudiants ne
m’en tiendront pas trop rigueur. Les solutions de tous les exercices sont présentées à la fin de ce recueil.

D’avance je remercie toute personne qui me signalera les lapsus et autres coquilles qui m’auraient
échappé.

Robert Bédard, juillet 2007.
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CHAPITRE 1

Les premiers pas dans la théorie.

Il existe une infinité d’équations aux dérivées partielles. Il n’existe pas une méthode universelle pour
résoudre toutes celles-ci. Il faut donc se résoudre à restreindre notre champ d’étude. On réalisera ceci
en exigeant que l’équation satisfasse certaines propriétés, par exemple qu’elle soit linéaire. C’est ce que
nous décrirons dans ce premier chapitre. Nous énumérerons aussi quelques-unes des équations aux dérivées
partielles classiques. Beaucoup de domaines sont fortement dépendants de la théorie des équations aux
dérivées partielles. L’acoustique, l’aérodynamique, la dynamique des fluides, l’élasticité, l’électrodynamique,
la géophysique, la mécanique quantique, la météorologie, l’océanographie, la physique des plasmas sont
quelques-uns de ces domaines.

Une équation aux dérivées partielles est une équation mathématique contenant en plus de la variable
dépendante (u ci-dessous) et les variables indépendantes (x, y, . . . ci-dessous) une ou plusieurs dérivées
partielles. Cette équation est ainsi de la forme:

F

(
x, y, . . . , u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
, . . . ,

∂2u

∂x2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y2
, . . .

)
= 0 (éq. [1])

où F est une fonction de plusieurs variables. Si n est le nombre de variables indépendantes, alors nous
considérons le n-tuplet de variables indépendantes (x, y, . . .) comme appartenant à un domaine D convenable
de Rn. Nous utiliserons EDP comme abréviation d’équation aux dérivées partielles.

Une solution de l’équation [1] est une fonction u = u(x, y, . . .) des variables indépendantes x, y . . . dont
les dérivées partielles apparaissant dans l’équation existent aux points de D et telle qu’après avoir substitué
cette fonction et ses dérivées partielles dans l’équation [1], celle-ci est satisfaite.

Par exemple,

x

(
∂2u

∂x2

)
+
(
∂u

∂y

)2

−
(
∂u

∂x

)(
∂u

∂y

)
= sin(x2 + y2)

est un exemple d’EDP pour le domaine D = R2. Cette dernière équation peut s’écrire sous la forme de
l’équation [1] ci-dessus. Il suffit de noter qu’elle est équivalente à l’équation

x

(
∂2u

∂x2

)
+
(
∂u

∂y

)2

−
(
∂u

∂x

)(
∂u

∂y

)
− sin(x2 + y2) = 0

Similairement
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0

est une autre EDP pour le domaine D = R2 et u(x, y) = (x + y)3, u(x, y) = sin(x− y) sont deux solutions
de cette dernière équation. En effet, si u(x, y) = (x+ y)3, alors

∂u

∂x
= 3(x+ y)2,

∂u

∂y
= 3(x+ y)2,

∂2u

∂x2
= 6(x+ y),

∂2u

∂y2
= 6(x+ y)

et nous obtenons que
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 6(x+ y)− 6(x+ y) = 0.

Si u(x, y) = sin(x− y), nous avons

∂u

∂x
= cos(x− y),

∂u

∂y
= − cos(x− y),

∂2u

∂x2
= − sin(x− y),

∂2u

∂y2
= − sin(x− y)
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et nous obtenons que
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= − sin(x− y)− (− sin(x− y)) = 0.

On voit par cet exemple que les solutions d’une EDP peuvent être très différentes. Il y a en général une
infinité de solutions pour une EDP donnée. Prenons par exemple l’équation

∂u

∂y
= 0 avec u = u(x, y).

Alors toutes les fonctions u(x, y) = f(x) sont des solutions de cette équation. Nous verrons plus tard qu’en
plus de l’EDP, il y a des conditions initiales et/ou aux frontières dans un problème typique et que ces
dernières ont comme conséquence de réduire le nombre de solutions jusqu’à une seule dans une situation
idéale.

L’ordre d’une EDP est l’ordre de la dérivée partielle d’ordre le plus élevé. Par exemple,

∂3u

∂x2∂y
+ x

(
∂2u

∂x2

)2

= ex

est une EDP d’ordre 3.
Pour ce qui suit, un opérateur L désignera une transformation qui associe à toute “bonne” fonction

u = u(x, y, . . .) de plusieurs variables x, y, . . . sur un domaine D: une fonction Lu = Lu(x, y, . . .) sur ce même
domaine. Le qualificatif “bonne” signifie ici que Lu est bien définie. Parfois il faudra exiger que les dérivées
partielles de u existent jusqu’à un certain ordre. Si u = u(x, y), alors

Lu =
∂u

∂x

est un exemple d’opérateur. Cependant pour que Lu soit bien définie, il est nécessaire que la dérivée partielle
de u par rapport à x existe sur le domaine D; c’est ce que signifie “bonne” dans ce cas-ci. L’équation [1] peut
donc s’écrire sous la forme L(u) = f(x, y, . . .) où f(x, y, . . .) est une fonction des variables indépendantes,
L est un opérateur et u est une fonction à déterminer. Un opérateur L est linéaire si et seulement si
L(au+bv) = aL(u)+bL(v) quels que soient les nombres réels a, b et les “bonnes” fonctions u, v. Implicitement
nous supposons que la fonction au+ bv est aussi une “bonne” fonction.

Nous pouvons maintenant énoncer les premières restrictions aux équations aux dérivées partielles étu -
diées dans ces notes de cours. Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme Lu = f(x, y, . . .) où L est
un opérateur linéaire, f(x, y, . . .) est une fonction des n variables indépendantes, (x, y, . . .) appartient à un
domaine D convenable de Rn et u est la fonction recherchée. Si en plus f(x, y, . . .) ≡ 0, on dit alors que
l’équation est linéaire homogène. Sinon elle est non-homogène.

u+ y
∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂y2
= 1

est une EDP linéaire non-homogène (pour D = R2), où u = u(x, y). Dans cet exemple,

Lu = u+ y
∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂y2

est un opérateur linéaire et f(x, y) ≡ 1. En effet L est linéaire, car si a et b sont deux nombres réels
quelconques et u et v deux “bonnes” fonctions (i.e. il faut que u et v soient des fonctions dont les dérivées
partielles apparaissant dans la définition de Lu existent sur D), alors

L(au+ bv) = (au+ bv) + y
∂2(au+ bv)

∂x2
+ 2xy

∂2(au+ bv)
∂y2

= a

(
u+ y

∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂y2

)
+ b

(
v + y

∂2v

∂x2
+ 2xy

∂2v

∂y2

)
= aL(u) + bL(v).
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Une autre EDP (pour D = R2) est(
∂u

∂x

)(
∂2u

∂x2

)
+ xu

(
∂u

∂y

)
= sin(y),

où u = u(x, y). Cependant cette équation n’est pas linéaire. Dans ce cas,

Lu =
(
∂u

∂x

)(
∂2u

∂x2

)
+ xu

(
∂u

∂y

)
n’est pas un opérateur linéaire et f(x, y) = sin(y). Pour vérifier que Lu n’est pas linéaire, il suffit de
considérer par exemple les deux nombres réels a = b = 1 et les deux fonctions u(x, y) = v(x, y) = x2. Avec
ces choix, nous obtenons que L(u+ v) = 16x, Lu = Lv = 4x et clairement L(u+ v) 6= Lu+ Lv.

Une EDP linéaire d’ordre 2 avec n variables indépendantes sera donc de la forme

n∑
i,j=1

Aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

Bi
∂u

∂xi
+ Cu = D (éq. [2])

où Aij , Bi, C et D sont des fonctions des variables indépendantes x1, x2, . . . , xn. Dans cette situation, nous
supposerons que les solutions recherchées u ont toutes leurs dérivées partielles

∂u

∂xi
et

∂2u

∂xi∂xj
∀i, j, 1 ≤ i, j ≤ n

continues sur D. Ceci a comme conséquence que

∂2u

∂xi∂xj
=

∂2u

∂xj∂xi
∀i, j, 1 ≤ i, j ≤ n.

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que Aij = Aji. Il suffit de remplaçer chacune des
fonctions Aij avec i 6= j par (Aij + Aji)/2. L’EDP n’est pas modifié et alors nous avons bien avec ces
nouvelles fonctions que Aij = Aji. Si D ≡ 0, alors l’équation [2] est linéaire homogène.

Certaines des équations classiques de la physique sont des EDP linéaires homogènes d’ordre 2. Trois de
ces équations sont les suivantes.

∂2u

∂t2
− c2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
= 0 où u = u(x, y, z, t) (éq. [3])

est l’équation d’onde;

∂u

∂t
− k

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
= 0 où u = u(x, y, z, t) (éq. [4])

est l’équation de la chaleur;(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
= 0 où u = u(x, y, z, t) (éq. [5])

est l’équation de Laplace ou du potentiel. La recherche de solutions de ces trois premières équations
sera étudiée dans des chapitres subséquents. Il existe d’autres exemples importants d’EDP. Ainsi en finance,
le prix c = c(t, S) d’un option d’achat (sous certaines conditions) satisfait

∂c

∂t
+
σ2

2
S2 ∂

2c

∂S2
+ rS

∂c

∂S
− rc = 0 (éq. [6])

qui est l’équation de Black-Scholes. C’est aussi une EDP linéaire homogène d’ordre 2.
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Nous allons maintenant présenter un argument heuristique pour justifier l’équation d’onde dans le cas
d’une membrane:

∂2u

∂t2
= c2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
.

Nous supposerons que les cinq conditions suivantes sont satisfaites.
- La membrane est flexible et élastique.
- La tension est de norme constante T0.
- La membrane a une densité ρ constante.
- Le poids de la membrane est négligeable par rapport à la tension.
- Le déplacement de la membrane est petit comparativement au diamètre minimal de celle-ci.

x

y

u

Dx

Dy

a
T(Dx)

b

T(Dx)

(x, y)

g
T(Dy)

d
T(Dy)

Figure [1]
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La première condition a comme conséquence que la tension agit dans la direction du profil de la mem-
brane. La dernière condition signifie que le déplacement horizontal de la membrane est approximativement
nul et nous le supposerons nul dans ce qui suit.

Soit u = u(x, y, t), le déplacement vertical de la membrane au-dessus du point (x, y) à l’instant t.
Considérons la portion de la membrane au-dessus du rectangle ayant pour sommets:(x, y), (x + ∆x, y),
(x, y+ ∆y), (x+ ∆x, y+ ∆y). Nous supposons que ∆x et ∆y sont petits. Nous avons illustré dans la figure
[1] les forces de tension agissant sur cette portion de membrane. Les angles α, β, γ et δ sont les angles faits
par ces forces avec l’horizontale et les points (x1, y), (x2, y + ∆y), (x, y1) et (x + ∆x, y2) sont ceux où les
forces de tension agissent sur les bords de cette portion de membrane.

La force verticale sera

Fvert = T0(∆x) sin(β)− T0(∆x) sin(α) + T0(∆y) sin(γ)− T0(∆y) sin(δ).

Il faut noter que les angles α, β, γ et δ sont presque nuls. Nous pouvons donc utiliser les approximations
suivantes: sin(α) ≈ tan(α), sin(β) ≈ tan(β), sin(γ) ≈ tan(γ) et sin(δ) ≈ tan(δ). Après substitution, nous
obtenons

Fvert = T0(∆x)(tan(β)− tan(α)) + T0(∆y)(tan(γ)− tan(δ)) = ρ(∆A)
∂2u

∂t2

où ∆A ≈ (∆x)(∆y) est l’aire de la portion de la membrane. Par définition de la dérivée partielle et comme
la tension agit dans la direction du profil de la membrane, nous avons que

tan(α) =
∂u

∂y
(x1, y), tan(β) =

∂u

∂y
(x2, y + ∆y), tan(δ) =

∂u

∂x
(x, y1) et tan(γ) =

∂u

∂x
(x+ ∆x, y2).

Nous obtenons ainsi après substitution dans l’expression ci-dessus pour Fvert que

Fvert = ρ(∆x)(∆y)
∂2u

∂t2
= T0(∆x)

(
∂u

∂y
(x2, y + ∆y)− ∂u

∂y
(x1, y)

)
+ T0(∆y)

(
∂u

∂x
(x+ ∆x, y2)− ∂u

∂y
(x, y1)

)
.

Conséquemment

∂2u

∂t2
=
T0

ρ

1
(∆y)

(
∂u

∂y
(x2, y + ∆y)− ∂u

∂y
(x1, y)

)
+
T0

ρ

1
(∆x)

(
∂u

∂x
(x+ ∆x, y2)− ∂u

∂y
(x, y1)

)
.

En passant à la limite (∆x), (∆y)→ 0, nous aurons alors x1, x2 → x; y1, y2 → y et

1
(∆y)

(
∂u

∂y
(x2, y + ∆y)− ∂u

∂y
(x1, y)

)
→ ∂2u

∂y2
et

1
(∆x)

(
∂u

∂x
(x+ ∆x, y2)− ∂u

∂y
(x, y1)

)
→ ∂2u

∂x2
.

De tout ce qui précède, nous pouvons donc conclure que u = u(x, y, t) satisfait l’équation d’onde

∂u2

∂t2
= c2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
où c2 =

T0

ρ
.

Pour clore ce chapitre, nous allons décrire deux propriétés des équations linéaires. La première est le
principe de superposition dans le cas des équations linéaires homogènes et la seconde concerne la relation
entre les solutions d’une EDP linéaire non-homogène et celles de son EDP linéaire homogène associée. Ces
propriétés sont présentées dans la proposition suivante.

Proposition 1 a) Soit une EDP linéaire homogène Lu = 0 pour laquelle L est un opérateur linéaire.
Si u1, u2 sont deux solutions de cette EDP et a, b ∈ R, alors au1 + bu2 est aussi une solution. Ceci est
le principe de superposition. Ici nous supposons que l’ensemble des “bonnes” fonctions pour lesquelles L
est défini forme un espace vectoriel et dans ce cas, le principe de superposition affirme que l’ensemble des
solutions d’une EDP linéaire homogène est un sous-espace de l’espace des “bonnes” fonctions.
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b) Soit une EDP linéaire Lu = f(x, y . . .) pour laquelle L est un opérateur linéaire. Si u1, u2 sont deux
solutions de cette EDP, alors u2 − u1 est une solution de l’équation linéaire homogène associée Lu = 0. Ce
résultat signifie que si nous connaissons toutes les solutions de Lu = 0 et que nous connaissons une solution
particulière u1 de Lu = f(x, y, . . .), alors nous connaissons toutes les solutions de cette dernière équation.
En effet, elles sont toutes de la forme v + u1 où v est une solution de Lu = 0.

Preuve: a) Il suffit de noter que L(au1 + bu2) = aL(u1) + bL(u2) = 0 à cause de la linéarité de L et
parce que u1 et u2 sont des solutions de Lu = 0.
b) Nous avons que Lu1 = f(x, y, . . .) et que Lu2 = f(x, y, . . .). Conséquemment L(u2 − u1) = Lu2 − Lu1 =
f(x, y, . . .)− f(x, y, . . .) = 0. Nous avons donc que u2 − u1 est une solution de Lu = 0.

* * *

Exercice 1.1
Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer son ordre, si elle est linéaire ou non,
si elle est linéaire homogène ou non.

a)
∂2u

∂x2
+ x

∂u

∂y
= y; b)

(
∂u

∂x

)2

+ u

(
∂u

∂y

)
= 1; c)

∂4u

∂x4
+ 2

∂4u

∂x2∂y2
+
∂4u

∂y4
= 0;

d)
∂2u

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y
+
∂2u

∂y2
= sin(x); e)

(
∂2u

∂x2

)2

+
(
∂u

∂x

)2

+ sin(u) = ey.

Exercice 1.2
Vérifier que les fonctions u(x, y) = x2 − y2 et u(x, y) = ex sin(y) sont bien des solutions de l’équation

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Exercice 1.3
Déterminer la solution générale de

∂2u

∂y2
+ u = 0 où u = u(x, y).

Exercice 1.4
Déterminer la solution générale de

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0 où u = u(x, y)

en utilisant les nouvelles coordonnées: ξ = x+ y et η = x− y.

Exercice 1.5
Montrer en utilisant la règle de chaines que l’équation de la chaleur

∂u

∂t
= k

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
exprimée en coordonnées polaires: r =

√
x2 + y2, θ = arctan(y/x) est

∂u

∂t
= k

(
∂2u

∂r2
+

1
r2
∂2u

∂θ2
+

1
r

∂u

∂r

)
où u = u(x, y, t) = u(r, θ, t).
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CHAPITRE 2

Les équations linéaires d’ordre 1.

Dans ce chapitre, nous allons débuter notre étude en considérant les EDP linéaires d’ordre 1. Nous allons
restreindre notre discussion aux équations linéaires n’ayant que deux variables indépendantes, c’est-à-dire
aux équations de la forme

A
∂u

∂x
+B

∂u

∂y
+ Cu = D (éq. [1])

pour lesquelles A,B,C et D sont des fonctions de x et y continûment différentiables sur le domaine D. La
méthode exposée pour résoudre ces équations sera la méthode des courbes caractéristiques. Cette méthode
peut aussi être adaptée au cas des EDP linéaires d’ordre 1 ayant plus de deux variables indépendantes.

Ces équations apparaissent naturellement dans certains modèles. Mais elles peuvent aussi provenir
d’approximations d’équations d’ordre supérieur. Par exemple, l’équation d’onde unidirectionnelle

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0

est une approximation de l’équation de diffusion

∂u

∂t
= −c∂u

∂x
+

1
2
D
∂2u

∂x2

lorsque le coefficient de diffusion D est presque nul.
Il est aussi possible dans certains cas de remplacer une EDP d’ordre supérieur par un système d’équations

d’ordre 1. Ceci est une autre situation dans laquelle des équations d’ordre 1 apparaissent naturellement.
Nous allons illustrer ceci dans deux exemples. Considérons premièrement l’équation d’onde

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0. (éq. [2])

Nous pouvons la récrire sous la forme suivante

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
=
(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)(
∂

∂t
− c ∂

∂x

)
u = 0.

Noter que, dans ce qui précède, nous supposons que les dérivées partielles de u d’ordre m ≤ 2 sont continues
sur D et ceci a comme conséquence que

∂2u

∂x∂t
=

∂2u

∂t∂x
.

L’équation [2] est donc équivalente au système d’EDP linéaires d’ordre 1 suivant
∂u

∂t
− c∂u

∂x
= v;

∂v

∂t
+ c

∂v

∂x
= 0.

Nous pouvons déterminer v à partir de la deuxième équation et ensuite résoudre la première équation en y
substituant v.

Comme deuxième exemple, nous pouvons considérer l’équation de Laplace

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (éq. [3])

7



et tenter de procéder comme ci-dessus. Nous pouvons récrire cette équation sous la forme suivante

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
u = 0 ( où i =

√
−1)

en supposant comme ci-dessus que les dérivées partielles de u d’ordre m ≤ 2 sont continues sur D. L’inconvé -
nient avec cette façon de faire est que nous obtenons un système d’EDP dans lequel le nombre complexe
i apparait et qu’en général, nous voulons plutôt obtenir des solutions u réelles à l’équation [3]. Il y a une
autre façon de réduire l’équation [3] ci-dessus. Posons

v =
∂u

∂x
et

∂u

∂y
= w.

Alors à cause de notre hypothèse sur la continuité des dérivées partielles d’ordre 2, nous avons l’égalité des
dérivées partielles mixtes et nous obtenons

∂w

∂x
=

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
=
∂v

∂y
et

∂w

∂y
=
∂2u

∂y2
= −∂

2u

∂x2
= −∂v

∂x
.

Nous obtenons ainsi que v et w satisfont le système d’EDP suivant


∂w

∂x
=

∂v

∂y
;

∂w

∂y
= −∂v

∂x
.

Ces deux équations sont bien connus dans la théorie des variables complexes. Ce sont les équations de
Cauchy-Riemann. Il faut résoudre simultanément ces deux équations pour déterminer v et w. Ensuite il
nous faut considérer le système 

∂u

∂x
= v;

∂u

∂y
= w.

Noter qu’il n’est pas toujours possible d’associer un système d’EDP linéaires d’ordre 1 à une EDP
d’ordre supérieur.

Avant de décrire la méthode des courbes caractéristiques, nous allons préalablement rappeler les notions
de courbe paramétrée dans le domaine ouvert D ⊆ R2 et de dérivée directionnelle d’une fonction de deux
variables dans une direction ~d. Ces deux notions seront essentielles pour le reste de ce chapitre.

Une courbe C paramétrée est l’image d’une fonction γ : I → D d’un intervalle ouvert I de R vers le
domaine ouvert D de R2 définie par s 7→ γ(s) = (x(s), y(s)) pour tout s ∈ I et on dit alors que γ est
une paramétrisation de C. Dans ce qui suit, nous supposerons que les fonctions s 7→ x(s) et s 7→ y(s) sont
continûment dérivables sur I. Dans cette situation, le vecteur γ′(s0) = (x′(s0), y′(s0)) est un vecteur tangent
à la courbe C au point (x(s0), y(s0)).

Nous avons tracé une courbe à la figure [1]. C’est une partie d’une ellipse et γ :]0, π[→ R2 définie par
s 7→ (cos(s), 2 sin(s)) est une paramétrisation. Le vecteur γ′(π/6) = (−1/2,

√
3) est tangent à cette courbe

au point γ(π/6) = (
√

3/2, 1). Nous avons aussi tracé ce vecteur.
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x

y

g'(p/6)

1

2

-1

1

0

Figure [1]

Soient f(x, y), une fonction définie sur le domaine D, (x0, y0) ∈ D et ~d = (d1, d2), une direction, c’est-
à-dire que ~d est un vecteur non-nul de R2. Alors la dérivée directionnelle de f au point (x0, y0) dans la
direction ~d est

f ′((x0, y0); ~d) = lim
t→0

(
f(x0 + td1, y0 + td2)− f(x0, y0)

t

)
(si cette limite existe).

(N.B: Nous ne supposons pas que la longueur ||~d|| =
√
d2
1 + d2

2 de ~d est 1.) Si les dérivées partielles de f
sont continues sur D, alors il est possible de démontrer que

f ′((x0, y0); ~d) =
∂f

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

d1 +
∂f

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

d2 = ~∇f
∣∣
(x0,y0)

· ~d. (éq. [4])

Ici ~∇f
∣∣
(x0,y0)

dénote le gradient de f au point (x0, y0), c’est-à-dire que

~∇f
∣∣
(x0,y0)

=
(
∂f

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

,
∂f

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

)
.

Dans l’équation [4], ~∇f
∣∣
(x0,y0)

· ~d désigne le produit scalaire de ~∇f
∣∣
(x0,y0)

et de ~d.
Revenons maintenant à la méthode des courbes caractéristiques. Dans cette méthode, il faut in-

terpréter l’équation [1] au moyen des notions de dérivée directionnelle et de vecteur tangent à une courbe.
Cette méthode sera utilisée pour résoudre des problèmes avec valeur initiale, c’est-à-dire qu’en plus de
l’EDP, nous exigeons que les solutions recherchées satisfassent à une condition initiale. Nous interpréterons
géométriquement les solutions obtenues.

Avant d’exposer les différentes étapes de la méthode, nous allons premièrement illustrer celles-ci dans
un exemple simple. Étudions le problème à valeur initiale suivant

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, avec u(x, 0) = F (x), ∀x ∈ R,
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où F (x) est une fonction réelle donnée et c est une constante réelle donnée. Nous voulons déterminer toutes
les solutions u = u(x, t) qui satisfont à l’EDP et à la condition initiale u(x, 0) = F (x). Nous disons ici initiale
parce que cette condition correspond à fixer les valeurs de u pour t = 0.

Considérons toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation γ : R → R2 définie par s 7→
(x(s), t(s)) pour tout s ∈ R et dont le vecteur tangent γ′(s) = (x′(s), t′(s)) au point γ(s) = (x(s), t(s)) est
(c, 1) pour tout s ∈ R. Dans ce qui précède, ( )′ est la dérivée par rapport à s. Les fonctions x(s) et t(s)
satisfont aux deux équations différentielles ordinaires

dt

ds
= 1 et

dx

ds
= c.

Si nous fixons t(0) = t0 et x(0) = x0, il y a une et une seule solution à ce système d’équations différentielles,
à savoir t(s) = s + t0 et x(s) = cs + x0 pour tout s ∈ R. Ces deux équations peuvent être résolues par
séparation de variables. Par exemple,

dt

ds
= 1 ⇒

∫
dt =

∫
ds ⇒ t = s+ k où k est une constante.

Comme t(0) = t0, nous obtenons que t(s) = s + t0 pour tout s ∈ R. Nous obtenons que x(s) = cs + x0 de
façon similaire. Ces courbes γ : s 7→ (x(s), t(s)) sont ici des droites.

Si maintenant nous considérons les valeurs u(s) = u(t(s), x(s)) d’une solution u sur ces courbes, alors
nous obtenons par la règle de chaines que

du

ds
=
∂u

∂t

dt

ds
+
∂u

∂x

dx

ds
=
∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0.

Noter que l’équation

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0

signifie que la dérivée directionnelle de u = u(x, t) dans la direction du vecteur tangent (x′(s), t′(s)) = (c, 1)
est nulle pour tout point (x(s), t(s)) avec s ∈ R. Parce que u′(s) = 0, nous avons que u est constante par
rapport à s. Noter ici que u est constante sur les courbes s 7→ (x(s), t(s)) = (cs + x0, s + t0) avec s ∈ R.
Notons cette constante par u0. Nous avons donc que

x = cs+ x0, t = s+ t0, u = u0.

Chacune des courbes dans R3 donnée par la paramétrisation s 7→ (x, t, u) = (cs+ x0, s+ t0, u0) avec s ∈ R
est ce qu’on appellera une courbe caractéristique.

Nous n’avons pas encore tenu compte de la condition initiale. De plus nous n’avons pas pour l’instant
décrit u en fonction de x et t, mais plutôt en fonction de s. Les valeurs initiales possibles (x0, t0, u0) peuvent
aussi être paramétrisées par une courbe de valeurs initiales: x0 = τ, t0 = 0, u0 = F (τ) avec τ ∈ R. Donc si
nous décrivons x, t, u en fonction de s et τ , nous obtenons

x(s, τ) = cs+ τ, t(s, τ) = s, u(s, τ) = F (τ).

Il est possible de visualiser ces dernières équations en concevant les points (x, t, u) comme étant sur
une surface paramétrée par (s, τ) 7→ (x(s, τ), t(s, τ), u(s, τ)). Ceci est illustré à la figure [2] dans le cas où
F (x) = 1− x2, c = 1, 0 ≤ s ≤ 1 et 0 ≤ τ ≤ 1.

10



x

t

1

1

1

Figure [2]

u

x - ct = 0

x - ct = 1

Ainsi étant donné (s, τ), nous obtenons un point (x, t, u) sur cette surface en utilisant x = cs+ τ , t = s
et u = F (τ). Mais ici il est facile de vérifier que des coordonnées x et t d’un point de cette surface, nous
pouvons déterminer les coordonnées s et τ correspondantes, à savoir s = t et τ = x − cs = x − ct. En
substituant ces valeurs dans l’expression pour u, nous obtenons que u = F (τ) = F (x− ct) comme fonction
de x et τ . C’est la solution recherchée au problème. Il est facile de vérifier que nous avons ainsi une solution
du problème. En effet,

∂u

∂t
= (−c) F ′(x− ct) et

∂u

∂x
= F ′(x− ct) ⇒ ∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= (−c) F ′(x− ct) + c F ′(x− ct) = 0

montre que l’EDP est satisfaite et u(x, 0) = F (x − c(0)) = F (x) montre que la condition initiale est aussi
vérifiée.

Dans cette solution u(x, t) = F (x − ct), nous voyons que l’information initiale u(x, 0) = F (x) est
transmise le long des courbes caractéristiques, c’est-à-dire que u(x, t) est constant pour tous les points (x, t)
tels que x − ct est une constante. Ici les courbes caractéristiques sont de la forme x − ct = k où k une
constante. Nous avons illustré ceci à la figure [3].
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x

u

t

x - ct = k

u(x, 0) = F(x)

Figure [3]

k

Cette figure illustre aussi pourquoi l’EDP

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0

est appelé l’équation d’onde unidirectionnelle. Nous voyons bien la propagation de l’onde.
Décrivons maintenant la méthode générale des courbes caractéristiques pour résoudre le problème à

valeur initiale suivant:

A
∂u

∂x
+B

∂u

∂y
+ Cu = D avec u(X(τ), Y (τ)) = F (τ), ∀τ ∈ I,

où A,B,C,D sont des fonctions continûment différentiables de x et y; u = u(x, y) est à déterminer, I est un
intervalle et X(τ), Y (τ) et F (τ) sont des fonctions continûment différentiables de τ ∈ I données.

Nous supposerons au départ que (A(x, y), B(x, y)) 6= (0, 0) pour tout point (x, y) ∈ D. Considérons
toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation γ : R → R2 définie par s 7→ (x(s), y(s)) pour
tout s ∈ R et dont le vecteur tangent γ′(s) = (x′(s), y′(s)) est (A(x(s), y(s)), B(x(s), y(s)) au point γ(s) =
(x(s), y(s)) pour tout s ∈ R. Ici ( )′ désigne la dérivée par rapport à s. Nous obtenons ainsi un système de
deux équations différentielles ordinaires

dx

ds
= A(x, y) et

dy

ds
= B(x, y). (éq. [5])

Si nous fixons x(0) = x0 et y(0) = y0, il y a alors une et une seule solution à ce système d’équations
différentielles ordinaires, à cause de l’hypothèse que (A(x, y), B(x, y)) 6= (0, 0) pour tout point (x, y) ∈ D.
Noter qu’il est en général difficile de résoudre explicitement un tel système.

Si maintenant nous considérons les valeurs u(s) = u(x(s), y(s)) d’une solution u sur ces courbes, alors
nous obtenons par la règle de chaines que

du

ds
=
∂u

∂x

dx

ds
+
∂u

∂y

dy

ds

= A(x(s), y(s))
∂u

∂x

∣∣∣
(x(s),y(s))

+B(x(s), y(s))
∂u

∂y

∣∣∣
(x(s),y(s))

= −C(x(s), y(s)) u(x(s), y(s)) +D(x(s), y(s))
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Noter que l’équation

A
∂u

∂x
+B

∂u

∂y
= −Cu+D

nous permet de conclure que la dérivée directionnelle de u = u(x, y) dans la direction du vecteur tangent
γ′(s) au point γ(s) est −C(x(s), y(s)) u(x(s), y(s)) +D(x(s), y(s)). L’équation

du

ds
= −C(x(s), y(s)) u(x(s), y(s)) +D(x(s), y(s)) (éq. [6])

est une équation différentielle ordinaire dont u(s) est une solution. Les fonctions x(s), y(s) sont déterminées
par les équations [5]. Si nous fixons u(0) = u0, alors l’équation [6] a une et une seule solution u(s). Les
courbes dans R3 données par les paramétrisations s 7→ (x(s), y(s), u(s)) sont les courbes caractéristiques.

Pour chaque point (x0, y0, u0), il y a une seule courbe caractéristique s 7→ (x(s), y(s), u(s)) pas-
sant par ce point (x0, y0, u0) à s = 0. Pour chaque τ ∈ I, nous aurons une courbe caractéristique
s 7→ (x(s, τ), y(s, τ), u(s, τ)) en prenant ci-dessus x0 = X(τ), y0 = Y (τ) et u0 = F (τ) et telle que
(x(0, τ), y(0, τ), u(0, τ)) = (X(τ), Y (τ), F (τ)) pour tout τ ∈ I.

Nous obtenons ainsi une paramétrisation d’une surface (s, τ) 7→ (x(s, τ), y(s, τ), u(s, τ)) dans l’espace
des (x, y, u) contenant la courbe C des valeurs initiales τ 7→ (X(τ), Y (τ), F (τ)), ainsi que toutes les courbes
caractéristiques s 7→ (x(s, τ), y(s, τ), u(s, τ)). Nous avons illustré ceci à la figure [4].

Courbes caractéristiques

Courbe des valeurs
initiales (X(t), Y(t), F(t))

x

y

u

(x(s, t), y(s, t), u(s, t))

Figure [4]

Nous supposerons aussi que le jacobien

∂(x, y)
∂(s, τ)

=
∣∣∣∣ ∂x∂s ∂x

∂τ
∂y
∂s

∂y
∂τ

∣∣∣∣ =
(
∂x

∂s

)(
∂y

∂τ

)
−
(
∂x

∂τ

)(
∂y

∂s

)
6= 0
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pour les points (s, τ) = (0, τ) avec τ ∈ I, alors il est possible d’écrire s et τ comme des fonctions s = s(x, y) et
τ = τ(x, y) continûment différentiables de x et y.Ceci est une conséquence du théorème des fonctions inverses.
En d’autres mots, la fonction (s, τ) 7→ (x(s, τ), y(s, τ)) a une fonction inverse (x, y) 7→ (s(x, y), τ(x, y)) dans
un voisinage de (s, τ) = (0, τ). En substituant ces expressions pour s et τ dans u(s, τ), nous obtenons
u = u(x, y) comme fonction de x et y. Cette fonction satisfait l’EDP

A
∂u

∂x
+B

∂u

∂y
+ Cu = D.

En effet, nous avons que pour tout τ ∈ I, x(s, τ) et y(s, τ) sont des solutions des équations [5] et alors

∂x

∂s
= A(x(s, τ), y(s, τ)) et

∂y

∂s
= B(x(s, τ), y(s, τ)).

De plus, u comme fonction de s satisfait l’équation [6] pour chaque τ . Ainsi

∂u

∂s
= −C(x(s, τ), y(s, τ)) u+D(x(s, τ), y(s, τ)).

En utilisant ce qui précède et la règle de chaines, nous avons

∂u

∂s
=
∂u

∂x

∣∣∣
(x(s,τ),y(s,τ))

∂x

∂s
+
∂u

∂y

∣∣∣
(x(s,τ),y(s,τ))

∂y

∂s
= −C(x(s, τ), y(s, τ)) u+D(x(s, τ), y(s, τ)).

Donc
∂u

∂x

∣∣∣
(x(s,τ),y(s,τ))

A(x(s, τ), y(s, τ)) +
∂u

∂y

∣∣∣
(x(s,τ),y(s,τ))

B(x(s, τ), y(s, τ))

est égale à
−C(x(s, τ), y(s, τ)) u(x(s, τ), y(s, τ)) +D(x(s, τ), y(s, τ)).

La condition initiale est aussi vérifiée. En effet, X(τ) = x(0, τ), Y (τ) = y(0, τ) et u(x(0, τ), y(0, τ)) =
u(X(τ), Y (τ)) = F (τ) pour tout τ ∈ I.

Nous avons fait deux hypothèses dans notre description de la méthode des courbes caractéristiques.
La première est que le vecteur (A(x, y), B(x, y)) 6= (0, 0) sur le domaine D. Dans le cas où il y aurait un
point (x0, y0) ∈ D tel que (A(x0, y0), B(x0, y0)) = (0, 0), alors les équations [5] n’ont pas nécessairement une
solution unique. Il peut y avoir plusieurs solutions ou encore une solution qui approche le point (x0, y0) en
faisant une spirale autour de ce point. Nous ne traiterons pas de ce type de difficultés dans ces notes. Une
seconde hypothèse que nous avons fait est que le jacobien

∂(x, y)
∂(s, τ)

=
∣∣∣∣ ∂x∂s ∂x

∂τ
∂y
∂s

∂y
∂τ

∣∣∣∣ =
(
∂x

∂s

)(
∂y

∂τ

)
−
(
∂x

∂τ

)(
∂y

∂s

)
doit être non-nul pour les points (s, τ) = (0, τ) avec τ ∈ I. Si ce jacobien s’annule pour un (0, τ0), alors nous
ne pouvons pas nécessairement écrire s et τ comme des fonctions de x et y. Dans ce cas, la méthode ne
fonctionne pas nécessairement. De plus, il arrive dans certains de ces cas qu’il n’y ait pas de solution. Nous
ne traiterons pas plus en détails ce type de difficultés.

Pour terminer ce chapitre, nous allons maintenant décrire la solution de d’Alembert (philosophe, écrivain
et mathématicien français, Paris 1717 - id., 1783) à l’équation d’onde dans le cas d’une corde vibrante. Le
problème est le suivant. Il faut déterminer la fonction u(x, t) telle que

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0, avec u(x, 0) = f(x) et

∂u

∂t
(x, 0) = g(x).

Ici c est un nombre réel positif (c > 0) donné, f(x) et g(x) sont des fonctions données. Physiquement u(x, t)
est le déplacement vertical d’une corde vibrante au point x de cette corde au temps t. Nous supposons que
la corde est suffisamment longue pour que les extrémités n’interfèrent pas pendant l’intervalle de temps pour
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lequel nous considérons u. f(x) est le déplacement initial de la corde et g(x) est la vitesse (verticale) initiale.
Comme nous l’avons vu, nous pouvons récrire l’EDP

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

sous la forme du système [1] 
∂u

∂t
− c∂u

∂x
= v

∂v

∂t
+ c

∂v

∂x
= 0

(syst. [1])

Nous allons donc premièrement déterminer v en tenant compte des conditions initiales. À t = 0, nous
obtenons de la première équation du système [1] que

v(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0)− c∂u

∂x
(x, 0) = g(x)− cf ′(x),

car
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) et u(x, 0) = f(x) ⇒ ∂u

∂x
(x, 0) = f ′(x).

Ainsi la fonction v(x, t) sera une solution du problème à valeur initiale suivant

∂v

∂t
+ c

∂v

∂x
= 0 avec v(x, 0) = g(x)− cf ′(x).

Comme nous l’avons vu précédemment la solution de ce problème est v(x, t) = g(x− ct)− cf ′(x− ct).
Maintenant il nous faut considérer la première équation du système [1] avec la solution v(x, t) ci-dessus.

Nous obtenons le nouveau problème à valeur initiale suivant

∂u

∂t
− c∂u

∂x
= g(x− ct)− cf ′(x− ct) avec u(x, 0) = f(x).

Nous devons premièrement déterminer les courbes caractéristiques. Il nous faut donc considérer les équations
différentielles ordinaires

dx

ds
= −c, dt

ds
= 1,

du

ds
= g(x(s)− ct(s))− cf ′(x(s)− ct(s)).

De plus la courbe des valeurs initiales est τ 7→ (X(τ), T (τ), u(X(τ), T (τ)) = (τ, 0, f(τ)). De ceci, nous
obtenons x(s, τ) = −cs+ τ , t(s, τ) = s, ainsi que

du

ds
= g(−cs+ τ − cs)− cf ′(−cs+ τ − cs) ⇒ u(s, τ) =

(∫ s

0

g(−2c ω + τ)− cf ′(−2c ω + τ) dω
)

+ f(τ).

En considérant la substitution λ = −2c ω+ τ dans cette intégrale et parce que dλ = −2c dω, nous obtenons

u(s, τ) =
(

1
−2c

∫ τ−2cs

τ

g(λ)− cf ′(λ)dλ
)

+ f(τ).

Il est facile de vérifier que s = t et τ = x+cs = x+ct. En substituant ceci dans l’expression pour u ci-dessus,
nous obtenons que

u(x, t) =
(

1
−2c

∫ x−ct

x+ct

g(λ)− cf ′(λ)dλ
)

+ f(x+ ct) =
(

1
2c

∫ x+ct

x−ct
g(λ)− cf ′(λ)dλ

)
+ f(x+ ct).
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Nous pouvons intégrer f ′(λ) par rapport à λ. Conséquemment

u(x, t) =
(

1
2c

∫ x+ct

x−ct
g(λ)dλ

)
− 1

2

(
f(x+ ct)− f(x− ct)

)
+ f(x+ ct).

Finalement nous obtenons comme solution

u(x, t) =
(

1
2c

∫ x+ct

x−ct
g(λ)dλ

)
+

1
2

(
f(x+ ct) + f(x− ct)

)
.

Ceci est la solution obtenue par d’Alembert.
Par exemple, si le déplacement initial et la vitesse initiale sont respectivement

f(x) =
{

sin(x), si 0 ≤ x ≤ π;
0, sinon;

et g(x) = 0, ∀x;

alors le déplacement vertical u sera

u(x, t) =
1
2

(f(x+ ct) + f(x− ct))

=



0, si (x, t) ∈ A;

sin(x+ ct)
2 , si (x, t) ∈ B;

sin(x+ ct) + sin(x− ct)
2 , si (x, t) ∈ C;

0, si (x, t) ∈ D;

sin(x− ct)
2 , si (x, t) ∈ E;

0, si (x, t) ∈ F ;

où A, B, C, D, E et F sont les régions représentés dans la figure [5]. Nous avons ainsi deux ondes: l’une se
déplaçant vers la droite et l’autre vers la gauche.

x

t

x - ct = 0

x - ct = p

x + ct = p

x + ct = 0

A
B

C

D

F
E

p

Figure [5]

* * *
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Exercice 2.1
Montrer que l’EDP

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
+ 2λ

∂u

∂t
= 0

peut s’écrire sous la forme (
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)(
∂

∂t
− c ∂

∂x
+ 2λ

)
u− 2cλ

∂u

∂x
= 0

où u = u(x, t). Conclure de ceci que cette EDP est équivalente au système
∂u

∂t
− c∂u

∂x
= v − 2λu;

∂v

∂t
+ c

∂v

∂x
− 2cλ

∂u

∂x
= 0.

Exercice 2.2
Résoudre le problème à valeur initiale suivant

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
+ λu = 0 avec u(x, 0) = f(x),

où λ > 0, f(x) est une fonction donnée et u = u(x, t).

Exercice 2.3
Considérer la solution de d’Alembert de l’équation d’onde pour le déplacement initial f(x) et la vitesse
initiale g(x) suivants:
a) f(x) = x et g(x) = 0; b) f(x) = 0 et g(x) = x; c) f(x) = sin(x) et g(x) = −c cos(x);
d) f(x) = sin(x) et g(x) = c cos(x).

Exercice 2.4
Résoudre le problème à valeur initiale suivant

∂u

∂t
+ ex

∂u

∂x
= 0 avec u(x, 0) = x

où u = u(x, t).

Exercice 2.5(†)
Considérer l’EDP linéaire non-homogène

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= F (x, t)

où c est un nombre réel positif, F (x, t) est une fonction donnée et u = u(x, t).
a) Montrer que cette EDP est équivalente au système

∂u

∂t
− c∂u

∂x
= v;

∂v

∂t
+ c

∂v

∂x
= F (x, t).

b) Déterminer la solution du problème à valeur initiale

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= F (x, t) avec u(x, 0) = f(x) et

∂u

∂t
(x, 0) = g(x)

en procédant comme nous l’avons fait en décrivant la solution de d’Alembert pour l’équation d’onde. Ici
f(x) et g(x) sont données.
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CHAPITRE 3

Un peu d’ordre maintenant.

Après avoir fait nos premiers pas dans la théorie, nous décrirons dans ce chapitre comment classifier
toutes les EDP linéaires d’ordre 2. Nous aurons trois types d’EDP: hyperboliques, paraboliques et elliptiques.
Ensuite nous décrirons la forme canonique obtenue après un changement de coordonnées pour chacun de ces
types d’EDP. L’équation [2] du premier chapitre décrit la forme générale de ces équations avec n variables
indépendantes. Au départ, nous nous restreindrons au cas où n = 2. Ainsi les EDP que nous considérerons
initialement seront de la forme suivante:

A
∂2u

∂x2
+B

∂2

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G (éq. [1])

et A, B, C, D, E, F et G sont des fonctions de x et de y qui ne s’annulent pas simultanément. Nous
supposerons aussi que u, A, B, C, D, E, F et G ont toutes au moins des dérivées partielles d’ordre m ≤ 2
continues sur un domaine D du plan x, y.

L’équation [1] est dite hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point (x0, y0) ∈ D
si et seulement si (B(x0, y0))2 − 4A(x0, y0) C(x0, y0) est positif (respectivement nul, négatif). Si une EDP
est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) pour tous les points (x0, y0) du domaine D, on dit
alors qu’elle est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) sur D.

Pour l’équation

x2 ∂
2u

∂x2
− xy ∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂

2u

∂y2
= ex,

nous avons alors A(x, y) = x2, B(x, y) = −xy, C(x, y) = y2 et B2 − 4AC = (−xy)2 − 4(x2) (y2) = −3x2y2.
Donc si x0 = 0 ou y0 = 0, cette EDP est parabolique au point (x0, y0); sinon elle est elliptique au point
(x0, y0).

Il est important d’observer que cette classification est préservée par tout changement de coordonnées.
Ceci indique que notre critère est valable. Il est clair que la forme d’une EDP est modifiée par un changement
de coordonnées, mais que nous pouvons relier les solutions de l’équation avant le changement de coordonnées
avec les solutions après celui-ci. Ainsi nous n’obtenons pas vraiment une nouvelle équation. Expliquons
pourquoi notre classification est préservée par tout changement de coordonnées. Plus précisément, soient
ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), deux nouvelles variables qui sont des fonctions de x et y ayant au moins leurs
dérivées partielles d’ordre m ≤ 2 continues sur le domaine D et telles que le déterminant

J =

∣∣∣∣∣∣
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂ξ

∂x

) (
∂η

∂y

)
−
(
∂ξ

∂y

) (
∂η

∂x

)

n’est jamais nul sur le domaine D. Alors nous obtenons une nouvelle équation [2] en utilisant ces nou-
velles variables (ξ, η) et celle-ci est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point (ξ0, η0) =
(ξ(x0, y0), η(x0, y0)) si et seulement l’équation [1] est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique)
au point (x0, y0). Nous allons maintenant vérifier ceci.

En utilisant la règle de châınes, nous avons

∂u

∂x
=
(
∂u

∂ξ

)(
∂ξ

∂x

)
+
(
∂u

∂η

)(
∂η

∂x

)
,

∂u

∂y
=
(
∂u

∂ξ

)(
∂ξ

∂y

)
+
(
∂u

∂η

)(
∂η

∂y

)
,

∂2u

∂x2
=
(
∂2u

∂ξ2

)(
∂ξ

∂x

)2

+ 2
(
∂2u

∂ξ∂η

)(
∂ξ

∂x

)(
∂η

∂x

)
+
(
∂2u

∂η2

)(
∂η

∂x

)2

+
(
∂u

∂ξ

)(
∂2ξ

∂x2

)
+
(
∂u

∂η

)(
∂2η

∂x2

)
,
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∂2u

∂x∂y
=
(
∂2u

∂ξ2

)(
∂ξ

∂x

)(
∂ξ

∂y

)
+
(
∂2u

∂ξ∂η

)[(
∂ξ

∂x

)(
∂η

∂y

)
+
(
∂ξ

∂y

)(
∂η

∂x

)]
+
(
∂2u

∂η2

)(
∂η

∂x

)(
∂η

∂y

)
+
(
∂u

∂ξ

)(
∂2ξ

∂x∂y

)
+
(
∂u

∂η

)(
∂2η

∂x∂y

)
,

∂2u

∂y2
=
(
∂2u

∂ξ2

)(
∂ξ

∂y

)2

+ 2
(
∂2u

∂ξ∂η

)(
∂ξ

∂y

)(
∂η

∂y

)
+
(
∂2u

∂η2

)(
∂η

∂y

)2

+
(
∂u

∂ξ

)(
∂2ξ

∂y2

)
+
(
∂u

∂η

)(
∂2η

∂y2

)
.

En substituant ces dérivées partielles dans l’équation [1], nous obtenons

A′
∂2u

∂ξ2
+B′

∂2u

∂ξ∂η
+ C ′

∂2u

∂η2
+D′

∂u

∂ξ
+ E′

∂u

∂η
+ F ′u = G′ (éq. [2])

où

A′ = A

(
∂ξ

∂x

)2

+B

(
∂ξ

∂x

)(
∂ξ

∂y

)
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

,

B′ = 2A
(
∂ξ

∂x

)(
∂η

∂x

)
+B

[(
∂ξ

∂x

)(
∂η

∂y

)
+
(
∂ξ

∂y

)(
∂η

∂x

)]
+ 2C

(
∂ξ

∂y

)(
∂η

∂y

)
,

C ′ = A

(
∂η

∂x

)2

+B

(
∂η

∂x

)(
∂η

∂y

)
+ C

(
∂η

∂y

)2

,

D′ = A

(
∂2ξ

∂x2

)
+B

(
∂2ξ

∂x∂y

)
+ C

(
∂2ξ

∂y2

)
+D

(
∂ξ

∂x

)
+ E

(
∂ξ

∂y

)
,

E′ = A

(
∂2η

∂x2

)
+B

(
∂2η

∂x∂y

)
+ C

(
∂2η

∂y2

)
+D

(
∂η

∂x

)
+ E

(
∂η

∂y

)
,

F ′ = F et G′ = G.

Nous obtenons alors que (B′)2 − 4A′C ′ = J2(B2 − 4AC). Parce que J 6= 0 sur le domaine D, nous
avons que (B′)2 − 4A′C ′ > 0 (respectivement = 0, < 0) si et seulement si (B2 − 4AC) > 0 (respectivement
= 0, < 0). Ceci termine la preuve que la classification des équations en EDP hyperboliques, paraboliques ou
elliptiques est invariante sous des changements de coordonnées.

En utilisant ce qui précède, nous pouvons maintenant nous demander s’il existe des coordonnées (ξ, η)
telles que A′ = 0 ou C ′ = 0. Le but ultime de ceci est de déterminer une forme canonique d’une EDP
comme dans l’équation [1]. Nous pouvons tenter de déterminer un tel changement de coordonnées. Ainsi
nous voulons que

A′ = A

(
∂ξ

∂x

)2

+B

(
∂ξ

∂x

)(
∂ξ

∂y

)
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

= 0

ou encore

C ′ = A

(
∂η

∂x

)2

+B

(
∂η

∂x

)(
∂η

∂y

)
+ C

(
∂η

∂y

)2

= 0.

Ces deux équations sont de la même forme

A

(
∂ζ

∂x

)2

+B

(
∂ζ

∂x

)(
∂ζ

∂y

)
+ C

(
∂ζ

∂y

)2

= 0

avec ζ = ξ ou η. Nous supposerons dans ce qui suit que

∂ζ

∂y
6= 0
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pour les points de notre domaine D. En divisant les deux côtés de cette dernière équation par(
∂ζ

∂y

)2

,

nous aurons

A

[(
∂ζ

∂x

)/(
∂ζ

∂y

)]2
+B

[(
∂ζ

∂x

)/(
∂ζ

∂y

)]
+ C = 0. (éq. [3])

Rappelons que si f est une fonction continue de x et y ayant des dérivées partielles continues sur le
domaine D et que nous considérons la courbe de niveau Cν = {(x, y) ∈ D | f(x, y) = ν}, alors la pente de la
tangente y′ en un point de cette courbe est

y′ =
dy

dx
= −

(
∂f

∂x

)/(
∂f

∂y

)
.

En effet, si nous dérivons par rapport à x les deux côtés de l’équation f(x, y) = ν définissant la courbe Cν ,
nous obtenons au moyen de la règle de châınes

d(f(x, y))
dx

=
d(ν)
dx

= 0 ⇒ ∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
= 0 ⇒ dy

dx
= −

(
∂f

∂x

)/(
∂f

∂y

)
.

Nous avons illustré ceci à la figure [1] pour la courbe de niveau f(x, y) = 4x2 + y2 = 4. Dans ce cas,

∂f

∂x
= 8x,

∂f

∂y
= 2y et y′ = −(8x)/(2y).

Ainsi une équation de la droite tangente à la courbe de niveau passant par le point (
√

3/2, 1) est (y − 1) =
−2
√

3 (x−
√

3/2).

1

2

4

1

x

y

Courbe de 
niveau

Droite tangente

Figure [1]
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Conséquemment si nous considérons la courbe de niveau Cν = {(x, y) ∈ D | ζ(x, y) = ν}, alors la pente
de la tangente y′ à cette courbe de niveau ν satisfait l’équation

A

(
dy

dx

)2

−B
(
dy

dx

)
+ C = 0

en utilisant la substitution

y′ =
dy

dx
= −

(
∂ζ

∂x

)/(
∂ζ

∂y

)
.

dans l’équation [3]. Nous obtenons ainsi deux équations différentielles ordinaires:

dy

dx
=
B +

√
B2 − 4AC
2A

et
dy

dx
=
B −

√
B2 − 4AC
2A

.

Celles-ci sont appelées les équations caractéristiques. En trouvant les solutions de ces deux équations, nous
aurons les deux courbes caractéristiques ζ1(x, y) = constante et ζ2(x, y) = constante. En posant ξ(x, y) =
ζ1(x, y) et η(x, y) = ζ2(x, y), nous aurons un bon changement de coordonnées qui simplifiera l’équation [1].
Dans la discussion qui précède, j’ai escamoté certaines difficultés. Par exemple, si B2 − 4AC = 0, nous
n’aurons pas deux équations caractéristiques, mais seulement une seule, nous pallierons à ceci plus tard. De
même, si B2 − 4AC < 0, le radical n’est pas réel et il faut modifier notre processus.

Nous allons pour l’instant poursuivre en ne considérant que le cas hyperbolique (i.e. B2 − 4AC > 0 sur
le domaine D), nous aurons bien deux nouvelles coordonnées (ξ, η) dites coordonnées caractéristiques. Après
ce changement de coordonnées, nous aurons une équation [2] pour laquelle A′ = C ′ = 0 et nous obtenons
après avoir divisé les deux côtés par B′ une EDP de la forme

∂2u

∂ξ∂η
+D′′

∂u

∂ξ
+ E′′

∂u

∂η
+ F ′′u = G′′. (éq. [4])

Noter que B′ 6= 0, parce que l’équation est hyperbolique. Cette équation [4] est la première forme canonique
d’une EDP hyperbolique sur un domaine D. Il existe aussi une seconde forme canonique pour une EDP
hyperbolique. Pour l’obtenir, il suffit de considérer les coordonnées (α, β) définies par α = ξ + η, β = ξ − η.
Après ce nouveau changement de coordonnées, l’EDP est transformée en une équation de la forme

∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
+D′′1

∂u

∂α
+ E′′1

∂u

∂β
+ F ′′1 u = G′′1 . (éq. [5])

En effet, nous obtenons par la règle de châınes que

∂u

∂ξ
=
∂u

∂α
+
∂u

∂β
,

∂u

∂η
=
∂u

∂α
− ∂u

∂β
et

∂2u

∂ξ∂η
=

∂

∂α

(
∂u

∂α
− ∂u

∂β

)
+

∂

∂β

(
∂u

∂α
− ∂u

∂β

)
=
∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
.

En substituant ceci dans l’équation [4], nous obtenons l’équation [5].
Illustrons comment obtenir l’équation canonique dans le cas de l’EDP linéaire d’ordre 2 suivante:

y2 ∂
2u

∂x2
− x2 ∂

2u

∂y2
= 0. (éq. [6])

Parce que B2 − 4AC = 02 − 4 (y2) (−x2) = 4 x2y2 ≥ 0, nous obtenons facilement qu’aux points (x0, y0)
pour lesquels x0 = 0 ou y0 = 0, l’EDP est parabolique; alors qu’aux points (x0, y0) pour lesquels x0 6= 0 et
y0 6= 0, l’EDP est hyperbolique. Considérons un domaine D pour lequel l’EDP est hyperbolique à tous ses
points. À ces points, les équations caractéristiques sont

dy

dx
=

0 +
√

4x2y2

2y2
et

dy

dx
=

0−
√

4x2y2

2y2
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c’est-à-dire y′ = (x/y) et y′ = −(x/y). En utilisant la méthode de séparation de variables, nous obtenons

dy

dx
=
x

y
⇒ y2

2
=
x2

2
+ c et

dy

dx
= −x

y
⇒ y2

2
= −x

2

2
+ c′

où c, c′ sont des constantes. Ainsi les deux courbes caractéristiques sont ζ1(x, y) = (y2 − x2)/2 = c et
ζ2(x, y) = (y2 + x2)/2 = c′. Les coordonnées caractéristiques sont ξ(x, y) = (y2 − x2)/2 et η(x, y) =
(y2 +x2)/2. En utilisant ce changement de coordonnées, la règle de châınes et en observant que x2 = −ξ+ η
et y2 = ξ + η, alors l’EDP [6] est transformée et nous obtenons la nouvelle équation

∂2u

∂ξ∂η
=

η

2 (ξ2 − η2)

(
∂u

∂ξ

)
− ξ

2 (ξ2 − η2)

(
∂u

∂η

)
. (éq. [7])

En effet, par la règle de châınes, nous obtenons

∂u

∂x
= −x∂u

∂ξ
+ x

∂u

∂η
,

∂u

∂y
= y

∂u

∂ξ
+ y

∂u

∂η
,

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
−x∂u

∂ξ
+ x

∂u

∂η

)
= x2 ∂

2u

∂ξ2
− 2x2 ∂

2u

∂ξ∂η
+ x2 ∂

2u

∂η2
− ∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
,

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
y
∂u

∂ξ
+ y

∂u

∂η

)
= y2 ∂

2u

∂ξ2
+ 2y2 ∂

2u

∂ξ∂η
+ y2 ∂

2u

∂η2
+
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

et finalement

y2 ∂
2u

∂x2
− x2 ∂

2u

∂y2
= −4x2y2 ∂

2u

∂ξ∂η
− (x2 + y2)

∂u

∂ξ
+ (y2 − x2)

∂u

∂η
= 0

⇒ ∂2u

∂ξ∂η
+

(x2 + y2)
4x2y2

∂u

∂ξ
− (y2 − x2)

4x2y2

∂u

∂η
= 0 ⇒ ∂2u

∂ξ∂η
=

η

2(ξ2 − η2)

(
∂u

∂ξ

)
− ξ

2(ξ2 − η2)

(
∂u

∂η

)
.

L’équation [7] est la première forme canonique de l’EDP aux points pour lesquels celle-ci est hyper-
bolique. Si nous utilisons plutôt les coordonnées α = ξ + η, β = ξ− η, alors ξ = (α+ β)/2, η = (α− β)/2 et
l’EDP obtenue sera

∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
=
−1
2α

(
∂u

∂α

)
+

1
2β

(
∂u

∂β

)
. (éq. [8])

Nous obtenons ceci par la règle de châınes car

∂u

∂ξ
=
∂u

∂α
+
∂u

∂β
,

∂u

∂η
=
∂u

∂α
− ∂u

∂β
et

∂2u

∂ξ∂η
=
∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
.

Alors

∂2u

∂ξ∂η
=

η

2(ξ2 − η2)

(
∂u

∂ξ

)
− ξ

2(ξ2 − η2)

(
∂u

∂η

)
=

(α− β)/2
2αβ

(
∂u

∂α
+
∂u

∂β

)
− (α+ β)/2

2αβ

(
∂u

∂α
− ∂u

∂β

)

⇒ ∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
=
−1
2α

(
∂u

∂α

)
+

1
2β

(
∂u

∂β

)
.

Cette dernière équation est la seconde forme canonique de l’EDP aux points pour lesquels celle-ci est
hyperbolique.

Nous allons maintenant discuter de ce qu’il faut faire dans les cas où l’équation est parabolique ou
elliptique. Pour chacun de ces cas, nous obtenons soit une seule équation caractéristique ou deux équations
caractéristiques complexes.
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Si notre EDP est parabolique sur le domaine D, alors B2−4AC = 0 en tout point de D et nous obtenons
qu’une seule équation caractéristique y′ = B/2A. Même en procédant comme pour le cas hyperbolique,
nous n’obtiendrons qu’une seule coordonnée caractéristique ξ(x, y). Pour obtenir la seconde coordonnée
caractéristique η(x, y), il suffit de prendre une fonction η(x, y) quelconque ayant au moins des dérivées
partielles d’ordre m ≤ 2 continues sur le domaine D et telles que

J =

∣∣∣∣∣∣
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂ξ

∂x

)(
∂η

∂y

)
−
(
∂ξ

∂y

)(
∂η

∂x

)
6= 0

sur D. Parce que B2 − 4AC = 0 et que A′ = 0, nous avons que B = ε 2
√
AC avec ε = 1 ou −1,

A′ = A

(
∂ξ

∂x

)2

+B

(
∂ξ

∂x

)(
∂ξ

∂y

)
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

=
(√

A
∂ξ

∂x
+ ε
√
C
∂ξ

∂y

)2

= 0 et

B′ = 2A
(
∂ξ

∂x

)(
∂η

∂x

)
+B

[(
∂ξ

∂x

)(
∂η

∂y

)
+
(
∂ξ

∂y

)(
∂η

∂x

)]
+ 2C

(
∂ξ

∂y

)(
∂η

∂y

)
= 2

(√
A
∂ξ

∂x
+ ε
√
C
∂ξ

∂y

)(√
A
∂η

∂x
+ ε
√
C
∂η

∂y

)
= 0

quelque soit la fonction η(x, y). Donc après ce changement de coordonnées, l’équation [1] sera transformée
en une EDP de la forme

C ′
∂2u

∂η2
+D′

∂u

∂ξ
+ E′

∂u

∂η
+ F ′u = G′.

Noter que C ′ 6= 0, sinon l’EDP de départ serait d’ordre 1, mais ce n’est pas le cas. Après avoir divisé les
deux côtés de cette dernière équation par C ′, nous obtenons la forme canonique d’une EDP parabolique

∂2u

∂η2
+D′′

∂u

∂ξ
+ E′′

∂u

∂η
+ F ′′u = G′′.

Illustrons ceci dans un exemple. Soit

∂2u

∂x2
+ 6

∂2u

∂x∂y
+ 9

∂2u

∂y2
− ∂u

∂x
+ 2

∂u

∂y
= 0. (éq. [9])

Cette équation est linéaire d’ordre 2 et parce que B2−4AC = 62−4 (1) (9) = 0 pour tous les points de R2, elle
est parabolique sur R2. Nous n’avons qu’une seule équation caractéristique y′ = 6/2 = 3 et, en utilisant la
méthode de séparation de variables, nous obtenons comme solution de cette équation ζ1(x, y) = 3x−y = c où
c est une constante. Nous avons donc pour l’instant qu’une seule coordonnée caractéristique ξ(x, y) = 3x−y.
Pour obtenir une seconde coordonnée caractéristique, nous avons beaucoup de choix. Pour cet exemple, nous
prendrons η(x, y) = x. Cette fonction a bien des dérivées partielles d’ordre m ≤ 2 continues et

J =

∣∣∣∣∣∣
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 3 −1
1 0

∣∣∣∣ = 1 6= 0

pour tout point de R2. En utilisant ce changement de coordonnées, la règle de châınes et en notant que
x = η et y = −ξ + 3η, l’équation [9] sera transformée et nous aurons

∂2u

∂η2
− 5

∂u

∂ξ
− ∂u

∂η
= 0

comme équation canonique.
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En effet, en utilisant la règle de châınes, nous obtenons

∂u

∂x
= 3

∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
,

∂u

∂y
= −∂u

∂ξ
,

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
3
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

)
= 9

∂2u

∂ξ2
+ 6

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂x

(
−∂u
∂ξ

)
= −3

∂2u

∂ξ2
− ∂2u

∂ξ∂η
,

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂ξ2
et

∂2u

∂x2
+ 6

∂2u

∂x∂y
+ 9

∂2u

∂y2
− ∂u

∂x
+ 2

∂u

∂y
=
∂2u

∂η2
− 5

∂u

∂ξ
− ∂u

∂η
= 0 ⇒ ∂2u

∂η2
= 5

∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
.

Il nous faut maintenant discuter du cas elliptique. Si notre équation [1] est elliptique sur le domaine D,
alors ses deux équations caractéristiques sont à valeurs complexes (avec une partie imaginaire non-nulle) et
les solutions de ces équations sont conjuguées entre elles. Plus précisément, nous avons les courbes suivantes:
ζ1(x, y) = c, ζ2(x, y) = c′ et ζ2(x, y) = ζ1(x, y), la conjuguée de ζ1(x, y). Si nous posons ξ(x, y) = ζ1(x, y)
et η(x, y) = ζ2(x, y), ces variables ne prennent pas des valeurs réelles. La modification nécessaire est la
suivante. Les coordonnées caractéristiques dans le cas elliptique seront α = (ξ + η)/2, β = (ξ − η)/2i où
i =
√
−1. Ceci signifie que α est la partie réelle de ξ et β est la partie imaginaire de ξ. Après ce changement

de coordonnées, nous obtenons comme EDP

∂2u

∂α2
+
∂2u

∂β2
+D′′

∂u

∂α
+ E′′

∂u

∂β
+ F ′′u = G′′.

Cette équation est la forme canonique de l’équation elliptique.
Illustrons ceci par un exemple. Considérons l’équation

∂2u

∂x2
+ x2 ∂

2u

∂y2
= 0.

Dans ce cas, B2 − 4AC = −4x2 ≤ 0. Conséquemment cette équation est parabolique aux points (x0, y0)
où x0 = 0, sinon elle est elliptique. Sur un domaine pour lequel l’équation est elliptique, ses équations
caractéristiques sont y′ = ix et y′ = −ix. Les solutions seront ζ1(x, y) = y − (i/2)x2 = c et ζ2(x, y) =
y + (i/2)x2 = c′. Il est clair que les fonctions ξ(x, y) = y − (i/2)x2 et η(x, y) = y + (i/2)x2 prennent des
valeurs complexes et sont conjuguées l’une de l’autre. Les coordonnées caractéristiques sont α(x, y) = y et
β(x, y) = −x2/2. Après ce changement de coordonnées, l’équation canonique sera

∂2u

∂α2
+
∂2u

∂β2
+

1
2β

∂u

∂β
= 0.

En effet nous avons que

∂u

∂x
= −x∂u

∂β
,

∂u

∂y
=
∂u

∂α
,

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
−x∂u

∂β

)
= x2 ∂

2u

∂β2
− ∂u

∂β
et

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂u

∂α

)
=
∂2u

∂α2
.

Donc
∂2u

∂x2
+ x2 ∂

2u

∂y2
= x2

(
∂2u

∂α2
+
∂2u

∂β2

)
− ∂u

∂β
= 0 ⇒ ∂2u

∂α2
+
∂2u

∂β2
= − 1

2β
∂u

∂β
.

Dans ce qui précède, nous avons décrit comment transformer une équation aux dérivées partielles
linéaires d’ordre 2 à deux variables en une équation canonique. Un processus similaire existe aussi pour
transformer une équation aux dérivées partielles linéaires d’ordre 2 ayant plus de deux variables sous une
forme canonique. Ce processus fait appel à des notions d’algèbre linéaire plus avancées et nous ne le décrirons
pas dans ces notes de cours. Nous allons seulement qu’esquisser quelques-uns des éléments de ce processus.
L’équation [2] du chapitre 1 nous donne la forme générale d’une EDP linéaire d’ordre 2

n∑
i,j=1

Aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

Bi
∂u

∂xi
+ Cu = D (éq. [10])
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où Aij , Bi, C et D sont des fonctions des variables indépendantes x1, x2, . . . , xn. De plus, nous supposerons
que les solutions recherchées u ont toutes leurs dérivées partielles

∂u

∂xi
et

∂2u

∂xi∂xj
∀i, j, 1 ≤ i, j ≤ n

continues sur D et conséquemment que

∂2u

∂xi∂xj
=

∂2u

∂xj∂xi
∀i, j, 1 ≤ i, j ≤ n.

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que Aij = Aji. Nous avons expliqué au premier
chapitre pourquoi nous pouvons faire cette hypothèse. La classification de ces équations se ramène à l’étude
des valeurs propres de la matrice symétrique

A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

· · · · · · · · · · · ·
An1 An2 · · · Ann


Il est bien connu que les valeurs propres d’une matrice symétrique ayant des entrées réelles sont réelles. On
dit alors que l’EDP est elliptique si toutes les valeurs propres de A sont soit positives (> 0), soit négatives
(< 0). On dit qu’elle est hyperbolique si une des valeurs propres est soit positive (> 0), soit négative (< 0)
et toutes les autres valeurs propres sont du signe opposé. On dit qu’une EDP est parabolique si au moins
une des valeurs propres est nulle. Si n ≥ 4, cette liste n’est pas exhaustive. Il est possible d’avoir des EDP
pour lesquelles la matrice A a plus de deux valeurs propres d’un signe et toutes les autres du signe opposé.
On dit que ces équations sont ultrahyperboliques.

* * *

Exercice 3.1
Déterminer pour quels points(x, y) du plan, chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes est a) hyperbolique,
b) parabolique et c) elliptique.

i) x∂
2u
∂x2 − xy ∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂2u

∂y2 − 3∂u
∂x

= 0, ii) x∂
2u
∂x2 + xy ∂2u

∂x∂y
+ y ∂

2u
∂y2 − (x+ 3)∂u

∂y
= u

iii) ex ∂
2u
∂x2 + x ∂2u

∂x∂y
− ∂2u
∂y2 + 5y ∂u

∂x
= ex, iv) x2 ∂2u

∂x2 + 2(x− y) ∂
2u

∂x∂y
+ ∂2u
∂y2 = 0,

v) ∂2u
∂x2 − 5 ∂2u

∂x∂y
− (x+ y)∂

2u
∂y2 + 4∂u

∂x
− x∂u

∂y
= sin(x).

Exercice 3.2
Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes
a) déterminer les points du plan x, y où ces équations sont hyperboliques;
b) déterminer les coordonnées caractéristiques de ces équations sur le domaine où celles-ci sont hyperboliques;
c) effectuer le changement de coordonnées pour celles trouvées en b) de façon à obtenir léquation canonique
correspondante

i) 2y2 ∂2u
∂x2 − xy ∂2u

∂x∂y
− x2 ∂2u

∂y2 + 4y ∂u
∂x
− 3u = 0, ii) x2 ∂2u

∂x2 − xy ∂2u
∂x∂y

− 6y2 ∂2u
∂y2 + ∂u

∂x
= 0.

Exercice 3.3
Pour l’EDP linéaire d’ordre 2 suivante

x2 ∂
2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂

2u

∂y2
− ∂u

∂x
= 0,
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a) déterminer les points du plan x, y où cette équation est parabolique;
b) déterminer les coordonnées caractéristiques de cette équation sur le domaine où celle-ci est parabolique;
c) effectuer le changement de coordonnées pour les coordonnées trouvées en b) de façon à obtenir l’équation
canonique correspondante.

Exercice 3.4
Pour l’équation ci-dessous, déterminer le type de l’équation, les équations caractéristiques, les coordonnées
caractéristiques et ensuite réduire l’équation sous sa forme canonique

∂2u

∂x2
− 2

∂2u

∂x∂y
+ 2

∂2

∂y2
+
∂u

∂x
− 3u = 0.

Exercice 3.5
Soit l’EDP linéaire d’ordre 2 suivante

∂2u

∂x2
+ 4

∂u

∂x∂y
+ 2

∂2u

∂y2
+
∂u

∂x
= 0.

a) Déterminer si l’équation est hyperbolique, parabolique ou elliptique.
b) Déterminer les équations caractéristiques de cette équation.
c) Transformer cette équation dans sa forme canonique.

Exercice 3.6
Considérons l’équation de Black-Scholes

∂c

∂τ
=
σ2

2
S2 ∂

2c

∂S2
+ rS

∂c

∂S
− rc,

où r et σ2 sont des constantes, S et τ sont les variables indépendantes et c = c(S, τ) est la variable dépendante.
a) Posons y = ln(S). Montrer que l’équation de Black-Scholes est transformée dans la nouvelle EDP à
coefficients constants

∂c

∂τ
=
σ2

2
∂2c

∂y2
+
(
r − σ2

2

)
∂c

∂y
− rc.

b) Posons c(y, τ) = e−rτu(y, τ). Montrer que l’EDP de (a) est transformée dans l’équation de diffusion

∂u

∂τ
=
σ2

2
∂2u

∂y2
+
(
r − σ2

2

)
∂u

∂y
.
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CHAPITRE 4

Quelques mots sur les séries de Fourier.

Avant de décrire de quelle façon la théorie des séries de Fourier peut être utilisée pour résoudre certaines
EDP, nous expliquerons ce qu’est un problème d’EDP bien posé et nous illustrerons la méthode de séparation
de variables dans le cas de l’équation d’onde. Dans les chapitres suivants, nous appliquerons cette méthode
pour résoudre plusieurs problèmes provenant de la physique. Au départ, notre but est de motiver notre
étude des séries de Fourier. Au prochain chapitre, nous étudierons la convergence de ces séries.

Pour une équation différentielle ordinaire donnée, il existe en général une infinité de solutions. Un
problème bien posé pour de telles équations consiste souvent en une équation et des conditions initiales
auxquelles la solution recherchée et ses dérivées doivent satisfaire. De façon analogue, un problème d’EDP
consiste en une équation aux dérivées partielles et des conditions supplémentaires. Ces conditions sont
initiales et/ou à la frontière. Pour les équations de la physique, ces conditions ont un sens concret. Elles
sont soit le déplacement initial, soit la vitesse initiale ou soit la température aux extrémités, etc.

Hadamard (mathématicien français, Versailles 1865 - Paris 1963) a proposé trois conditions pour que
nous puissions dire d’un problème d’EDP qu’il est bien posé ou encore posé correctement. Il faut
premièrement qu’il admette au moins une solution, deuxièmement qu’il n’y ait qu’une seule solution et
troisièmement que celle-ci dépende “continûment” des données du problème. Par exemple, le problème de
la corde vibrante présenté au chapitre 2 est bien posé. C’est ce que la solution de d’Alembert a illustré.
Cependant il est difficile de dire si les conditions initiales et/ou à la frontière dans un problème d’EDP sont
appropriées pour faire en sorte que ce dernier soit un problème bien posé. Nous considérerons dans ces notes
surtout des problèmes bien posés.

Illustrons maintenant la méthode de séparation de variables. Ce que nous cherchons à déterminer en
premier, ce sont des solutions d’un certain type et ensuite nous utilisons (je dirais même nous abusons) du
principe de superposition pour considérer une solution qui serait la somme de ces solutions spéciales. C’est
là que les séries de Fourier entreront en jeu. Dans cet exemple, nous revenons sur l’équation d’onde, mais
cette fois-ci les extrémités de la corde interviennent dans la situation.

Soit une corde (idéale) de longueur ` (` > 0) fixée à ses deux extrémités et dont nous connaissons le
déplacement initial f(x) et la vitesse initiale g(x). Nous voulons déterminer le déplacement vertical u(x, t)
de cette corde au point x, (0 ≤ x ≤ `) au temps t, (t ≥ 0). Mathématiquement nous avons l’équation

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

avec comme conditions initiales:

u(x, 0) = f(x) et
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) pour tout x, 0 ≤ x ≤ `

et comme conditions à la frontière:

u(0, t) = 0 et u(`, t) = 0 pour tout t, t ≥ 0.

Nous verrons plus tard que ce problème est bien posé.
Illustrons la méthode de séparation de variables pour le problème ci-dessus. Le but pour l’instant est

d’indiquer pourquoi il nous faudra étudier les séries de Fourier. La première étape consiste à étudier un
problème intermédiaire et de rechercher des solutions u(x, t) de la forme spéciale X(x)T (t) où X, T sont
respectivement des fonctions de x et de t ayant au moins des dérivées premières et secondes continues. La
seconde étape consiste à substituer ces solutions spéciales dans l’EDP et à séparer les variables (si possible).
Dans notre cas, considérons d’abord le problème intermédiaire suivant:

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0
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avec comme conditions à la frontière:

u(0, t) = 0 et u(`, t) = 0 pour tout t, t ≥ 0.

Nous ne considérons pas dans ce problème intermédiaire les conditions initiales.
Il est clair que toute solution recherchée u(x, t) du problème de la corde vibrante sera aussi une solution de

ce problème intermédiaire. Cherchons premièrement à déterminer les solutions non triviales de ce problème
intermédiaire qui seront de la forme spéciale u(x, t) = X(x)T (t). En substituant ceci dans l’EDP, nous
obtenons XT ′′− c2X ′′T = 0. Ici X ′′ est la dérivée seconde de X par rapport à x, alors que T ′′ est la dérivée
seconde de T par rapport à t. Nous pouvons séparer les variables, c’est-à-dire que nous avons l’équation

X ′′

X
=

1
c2
T ′′

T
.

Il faut faire attention avec ce raisonnement, car nous divisons par X et par T . Celui-ci est donc valable
seulement sur les intervalles où X 6= 0 et T 6= 0. Le terme de gauche de cette équation est une fonction de x
seulement, alors que le terme de droite est une fonction de t seulement. Pour que nous puissons avoir cette
égalité, il faut donc que chacun de ces termes soit constant et nous noterons cette constante par λ. De ceci,
nous tirons deux équations différentielles ordinaires:

X ′′ − λX = 0 et T ′′ − λc2T = 0.

Il nous faut déterminer λ. Il peut y avoir plusieurs constantes possibles ici. Les conditions à la frontière
signifient que u(0, t) = X(0)T (t) = 0 et u(`, t) = X(`)T (t) = 0 pour tout t ≥ 0. Comme nous cherchons des
solutions non triviales, nous pouvons alors supposer que T (t) 6= 0 pour au moins un t = t0. Sinon dans le cas
où T (t) = 0 pour tout t ≥ 0, alors u(x, t) est la solution triviale u(x, t) = X(x)T (t) = 0 pour tout 1 ≤ x ≤ `
et t ≥ 0. Conséquemment nous obtenons que X(0)T (t0) = 0⇒ X(0) = 0 et X(`)T (t0) = 0⇒ X(`) = 0. Il
nous faut donc résoudre les équations différentielles ordinaires suivantes:

X ′′ − λX = 0 (0 ≤ x ≤ `) avec X(0) = 0 et X(`) = 0;

T ′′ − λc2T = 0 (t ≥ 0);

où λ est une constante.
Ces équations sont bien connus. Ce sont des équations linéaires d’ordre 2 à coefficient constant et il est

facile d’écrire la solution générale pour chacune de ces équations. Déterminons premièrement X en étudiant
les solutions générales du problème suivant pour les différentes possibilités pour λ:

X ′′ − λX = 0 (0 ≤ x ≤ `) avec X(0) = 0 et X(`) = 0. (éq. [1])

Si λ = ν2 > 0, alors la solution générale de l’équation [1] est de la forme X(x) = Ae−νx + Beνx où A,
B sont des nombres réels. Mais les conditions X(0) = 0 et X(`) = 0 ont comme conséquence que A+B = 0
et Ae−ν` + Beν` = 0. Ce système d’équations n’a qu’une seule solution, la solution triviale (A,B) = (0, 0).
En effet, le déterminant ∣∣∣∣ 1 1

e−ν` eν`

∣∣∣∣ = eν` − e−ν` =
(e2ν` − 1)

eν`
6= 0.

Sinon e2ν` − 1 = 0 ⇒ e2ν` = 1 ⇒ 2ν` = 0. Mais ceci est absurde parce que ν et ` sont différents de
0. De ceci nous pouvons conclure que(

1 1
e−ν` eν`

)(
A
B

)
=
(

0
0

)
⇒

(
A
B

)
=
(

0
0

)
car la matrice

(
1 1
e−ν` eν`

)
est inversible.

Ainsi dans le cas où λ = ν2 > 0, alors X ≡ 0 et u(x, t) = 0 pour tout 0 ≤ x ≤ ` et t ≥ 0. Nous devons donc
exclure le cas λ > 0.
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Si λ = 0, alors la solution générale de l’équation [1] est de la forme X(x) = A+Bx où A et B sont des
nombres réels. Mais les conditions X(0) = 0 et X(`) = 0 ont comme conséquence que A = 0 et A+B` = 0.
Comme ci-dessus, ce système n’a qu’une seule solution, la solution triviale (A,B) = (0, 0), car ` 6= 0. Ainsi
dans le cas où λ = 0, alors X ≡ 0 et u(x, t) = 0 pour tout 0 ≤ x ≤ ` et t ≥ 0. Nous devons donc aussi
exclure le cas λ = 0.

Si λ = −ν2 < 0, alors la solution générale de l’équation [1] est de la forme X(x) = A cos(νx)+B sin(νx)
où A et B sont des nombres réels. Mais les conditions X(0) = 0 et X(`) = 0 ont comme conséquence que
A = 0 et A cos(ν`) +B sin(ν`) = 0. Parce que A = 0 et que nous ne voulons pas obtenir la solution triviale
X ≡ 0, alors nous pouvons supposer que B 6= 0. Comme B sin(ν`) = 0, alors sin(ν`) = 0. Conséquemment
ν` = nπ et λ = −(nπ/`)2 avec n ∈ Z. Les valeurs λn = −(nπ/`)2 sont appelées les valeurs propres et les
fonctions Xn(x) = Bn sin(nπx/`) sont les fonctions caractéristiques du problème:

X ′′ − λX = 0 (0 ≤ x ≤ `) avec X(0) = 0 et X(`) = 0.

Parce que sin(−x) = − sin(x) pour tout x ∈ R, il suffit donc de considérer les valeurs propres λn et les fonc-
tions caractéristiques Xn pour n ∈ N, avec n > 0. Si maintenant nous considérons l’équation différentielle
ordinaire T ′′ − λc2T = 0 avec (t ≥ 0) pour la valeur propre λ = λn, alors Tn(t) = Cn cos(cπnt/`) +
Dn sin(cπnt/`) est la forme générale de la solution de cette équation. En combinant tout ceci, nous obtenons
une solution de la forme

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = sin
(nπx

`

)[
an cos

(
cnπt

`

)
+ bn sin

(
cnπt

`

)]
au problème [1]:

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0 avec u(0, t) = 0 et u(`, t) = 0 pour tout t, t ≥ 0. (prob. [1])

Ce problème est linéaire et homogène. Dans ce cas, le principe de superposition est valable et

u(x, t) =
∑
n≥1

un(x, t) =
∑
n≥1

sin
(nπx

`

)[
an cos

(
cnπt

`

)
+ bn sin

(
cnπt

`

)]
sera aussi une solution du problème [1]. Nous avons triché parce que le principe de superposition entraine
qu’une somme finie de solutions est aussi une solution, alors qu’ici nous sommons une série infinie! Nous
supposerons pour l’instant que ceci ne pose pas une difficulté insurmontable. Il faut aussi se soucier de savoir
si cette série converge. En d’autres mots, est-ce que tout ce qui précède peut être rendu mathématiquement
correct?

Nous avons donc obtenu une solution formelle au problème [1]. Il nous reste à expliquer ce qu’il faut
faire pour obtenir une solution au problème initialement posé:

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

avec comme conditions initiales:

u(x, 0) = f(x) et
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) pour tout x, 0 ≤ x ≤ `

et comme conditions à la frontière:

u(0, t) = 0 et u(`, t) = 0 pour tout t, t ≥ 0.

Il nous faut seulement considérer les conditions initiales: le déplacement initial et la vitesse initiale. Si nous
considérons la solution formelle obtenue au paragraphe précédent, nous aurons ainsi en posant t = 0 deux
équations

u(x, 0) =
∑
n≥1

an sin
(nπx

`

)
= f(x) (déplacement initial)
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et
∂u

∂t
(x, 0) =

∑
n≥1

(cnπ
`

)
bn sin

(nπx
`

)
= g(x) (vitesse initiale).

Cette dernière équation est obtenue en dérivant par rapport à t terme-à-terme la série définissant u(x, t).
Dans tout ce qui précède, nous n’avons pas fourni un seul argument pour valider nos hypothèses. C’est le
but de ce chapitre. Nous verrons plus tard d’autres exemples de la méthode de séparation de variables.
La leçon à retenir pour l’instant est que pour déterminer le déplacement vertical u(x, t) de la corde, il
nous faut exprimer le déplacement initial f(x) et la vitesse initiale g(x) comme des sommes de fonctions
trigonométriques (des fonctions sinus ci-dessus). Ceci est l’un des buts de la théorie des séries de Fourier.
Nous devons aussi traiter des problèmes de convergence, de dérivation terme-à-terme de ces séries. Il existe
une théorie mathématique très importante concernant ces séries. Nous n’allons qu’esquisser celle-ci.

Le cadre général pour la théorie des séries de Fourier est celui de la théorie des fonctions orthogonales.
Nous allons donc commencer par définir ce que nous entendons par l’orthogonalité de fonctions.

Nous dirons d’une fonction continue q(x) sur l’intervalle [a, b] qu’elle est une fonction de poids si
q(x) ≥ 0 pour tout x ∈ [a, b]. Soient des fonctions φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x), . . . définies sur [a, b] (où n ∈ N).
Nous dirons que les fonctions de la suite {φn(x)}n sont orthogonales entre elles par rapport à q(x) sur
l’intervalle [a, b] si et seulement si l’intégrale

∫ b

a

φm(x) φn(x) q(x) dx = 0 pour tout m 6= n.

Nous dirons aussi que {φn(x)}n est un système orthogonal par rapport à q(x) sur [a, b]. Si m = n, nous
dirons que [∫ b

a

(φm(x))2 q(x) dx

](1/2)

est la norme de φm(x) et nous noterons cette norme par ||φm||.
Noter que

∫ b
a

(φm(x))2 q(x) dx ≥ 0. Nous supposons en plus que toutes les intégrales ci-dessus sont bien
définies. Ceci est le cas par exemple si les fonctions sont continues sur l’intervalle [a, b]. Nous dirons que
{φn(x)}n est un système orthonormal sur [a, b] par rapport à q(x) si et seulement si

∫ b

a

φm(x) φn(x) q(x) dx =
{

0, si m 6= n;
1, si m = n.

Par exemple, l’ensemble {1, cos(x), sin(x), cos(2x), sin(2x), . . . , cos(nx), sin(nx) . . .} est un système or-
thogonale de fonctions sur l’intervalle [−π, π] pour la fonction de poids q(x) ≡ 1. Ce qui nous permet
d’affirmer cela ce sont les calculs suivants.

Si m,n ≥ 1, nous avons

∫ π

−π
sin(mx) sin(nx) dx =

∫ π

−π

cos((m− n)x)− cos((m+ n)x)
2

dx

=


(

1
2 (m− n) sin((m− n)x)− 1

2 (m+ n) sin((m+ n)x)
]π
−π

, si m 6= n;(
x
2 −

1
2 (m+ n) sin((m+ n)x)

]π
−π

, si m = n;

=
{

0, si m 6= n;
π, si m = n.
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Si m,n ≥ 0, nous avons∫ π

−π
cos(mx) cos(nx) dx =

∫ π

−π

cos((m− n)x) + cos((m+ n)x)
2

dx

=



(
1

2 (m− n) sin((m− n)x) + 1
2 (m+ n) sin((m+ n)x)

]π
−π

, si m 6= n;(
x
2 + 1

2 (m+ n) sin((m+ n)x)
]π
−π

, si m = n ≥ 1;

(x]π−π, si m = n = 0;

=

{ 0, si m 6= n;
π, si m = n;
2π, si m = n = 0.

Si m ≥ 0 et n ≥ 1, nous avons∫ π

−π
cos(mx) sin(nx) dx =

∫ π

−π

sin((m+ n)x)− sin((m− n)x)
2

dx

=


(

−1
2 (m+ n) cos((m+ n)x) + 1

2 (m− n) cos((m− n)x)
]π
−π

, si m 6= n,(
−1

2 (m+ n) cos((m+ n)x)
]π
−π

, si m = n

= 0.

De ce qui précède, nous avons que l’ensemble{
1√
2π
,

cos(x)√
π

,
sin(x)√

π
,

cos(2x)√
π

,
sin(2x)√

π
, . . . ,

cos(nx)√
π

,
sin(nx)√

π
. . .

}
est un système orthonormal sur [π, π].

Pour le reste de ce chapitre, la fonction de poids q sera triviale, i.e. q(x) = 1 pour tout x ∈ [a, b]. Nous
aurons plus tard des situations pour lesquelles la fonction de poids n’est pas triviale, par exemple pour les
fonctions de Bessel.

Nous dirons d’une fonction f(x) définie sur R qu’elle est périodique de période p si et seulement si
f(x + p) = f(x) pour tout x ∈ R. La période p d’une fonction n’est pas unique. En effet, 2p, 3p, . . . sont
aussi des périodes de f .

À une fonction f(x) définie sur R, nous voulons associer une série de la forme

s(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

et nous aimerions que la somme de cette série soit égale à f(x) sous de bonnes conditions. Comme la somme
de la série s(x) (si cette somme existe) est périodique de période 2π et que nous aimerions que f(x) soit
égale à s(x), alors f(x) doit nécessairement périodique de période 2π. Si

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)),

alors en intégrant terme-à-terme nous obtenons les équations

a0 =
1
π

∫ π

−π
f(x) dx,

an =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx, si n ≥ 1

bn =
1
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx si n ≥ 1

(éq. [2])
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Noter que dans les formules ci-dessus, il suffit de connaitre f(x) seulement sur l’intervalle [−π, π] pour
déterminer les coefficients an (n ≥ 0) et bn (n ≥ 1).

Soit une fonction f(x) intégrable sur l’intervalle [−π, π]. Nous définissons la série de Fourier de f(x)
comme étant la série

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

dont les coefficients an (n ≥ 0) et bn (n ≥ 1) sont obtenus des équations [2].
Illustrons ceci dans un exemple. Soit f(x) = x+ x2 sur l’intervalle [−π, π], alors

a0 =
1
π

∫ π

−π
f(x) dx =

1
π

∫ π

−π
(x+ x2) dx =

1
π

(
x2

2
+
x3

3

]π
−π

=
2π2

3
;

Si n ≥ 1, alors

an =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx =

1
π

∫ π

−π
(x+ x2) cos(nx) dx

=
1
π

{(
(x+ x2) sin(nx)

n

]π
−π
−
∫ π

−π

(1 + 2x) sin(nx)
n

dx

}
=
−1
nπ

∫ π

−π
(1 + 2x) sin(nx) dx

=
−1
nπ

{(
−(1 + 2x) cos(nx)

n

]π
−π

+
∫ π

−π

2 cos(nx)
n

dx

}

=
−1
nπ

{(
−(1 + 2x) cos(nx)

n

]π
−π

+
(

2 sin(nx)
n2

]π
−π

dx

}

=
4 cos(nπ)

n2
=

4(−1)n

n2

et

bn =
1
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx =

1
π

∫ π

−π
(x+ x2) sin(nx) dx

=
1
π

{(
−(x+ x2) cos(nx)

n

]π
−π

+
∫ π

−π

(1 + 2x) cos(nx)
n

dx

}

=
1
nπ

{(
− (x+ x2) cos(nx)

]π
−π

+
(

(1 + 2x) sin(nx)
n

]π
−π
−
∫ π

−π

2 sin(nx)
n

dx

}

=
1
nπ

{(
− (x+ x2) cos(nx)

]π
−π

+
(

(1 + 2x) sin(nx)
n

]π
−π

+
(

2 cos(nx)
n2

]π
−π

}

=
−2 cos(nπ)

n
=

2(−1)n+1

n

Donc la série de Fourier de f(x) est

π2

3
+
∞∑
n=1

[(
4(−1)n

n2

)
cos(nx) +

(
2(−1)n+1

n

)
sin(nx)

]

Nous allons aussi considérer les séries de Fourier des fonctions paires et impaires.
Nous dirons qu’une fonction f(x) est paire (respectivement impaire) si et seulement si f(−x) = f(x)

(respectivement f(−x) = −f(x)) pour tout x. Par exemple, f(x) = x2, cos(x) sont des fonctions paires et
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f(x) = x, sin(x) sont des fonctions impaires. La fonction f(x) est paire si son graphe est symétrique par
rapport à l’axe des y, alors qu’elle est impaire si son graphe est symétrique par rapport à l’origine.

Lemme 1 (a) Si f(x) est une fonction paire, alors sa série de Fourier est

a0

2
+
∞∑
n=1

an cos(nx) avec an =
2
π

∫ π

0

f(x) cos(nx) dx pour n ≥ 0.

Entre autres, tous les coefficients bn sont nuls pour n ≥ 1.
(b) Si f(x) est une fonction impaire, alors sa série de Fourier est

∞∑
n=1

bn sin(nx) avec bn =
2
π

∫ π

0

f(x) sin(nx) dx pour n ≥ 1.

Entre autres, tous les coefficients an sont nuls pour n ≥ 0.
Preuve: Notons premièrement que si g(x) est une fonction paire, alors∫ π

−π
g(x) dx = 2

∫ π

0

g(x) dx.

En effet∫ π

−π
g(x) dx =

∫ 0

−π
g(x) dx+

∫ π

0

g(x) dx =
∫ 0

π

g(−y) (−1)dy+
∫ π

0

g(x) dx en posant y = −x et dy = −dx.

Donc ∫ π

−π
g(x) dx =

∫ π

0

g(y) dy +
∫ π

0

g(x) dx = 2
∫ π

0

g(x) dx,

car g(−y) = g(y), étant donné que la fonction g est paire.
Nous devons aussi noter que si g(x) est une fonction impaire, alors∫ π

−π
g(x) dx = 0.

En effet∫ π

−π
g(x) dx =

∫ 0

−π
g(x) dx+

∫ π

0

g(x) dx =
∫ 0

π

g(−y) (−1)dy+
∫ π

0

g(x) dx en posant y = −x et dy = −dx.

Donc ∫ π

−π
g(x) dx =

∫ π

0

−g(y) dy +
∫ π

0

g(x) dx = 0,

car g(−y) = −g(y), étant donné que la fonction g est impaire.
(a) Si f(x) est paire, alors f(x) cos(nx) est aussi une fonction paire et f(x) sin(nx) est une fonction

impaire. En utilisant les remarques ci-dessus, nous obtenons que

an =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx =

2
π

∫ π

0

f(x) cos(nx) dx et bn =
1
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx = 0.

Ceci complète la preuve de (a).
(b) Si f(x) est impaire, alors f(x) cos(nx) est aussi une fonction impaire et f(x) sin(nx) est une fonction

paire. En utilisant les remarques ci-dessus, nous obtenons que

an =
1
π

[
∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx = 0 et bn =

1
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx =

2
π

∫ π

0

f(x) sin(nx) dx.
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Ceci complète la preuve de (b).
Soit une fonction f(x) définie sur l’intervalle [0, π]. Nous définissons sa série de Fourier paire comme

la série
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos(nx) avec an =
2
π

∫ π

0

f(x) cos(nx) dx pour n ≥ 0.

Ceci est la série de Fourier de la fonction paire fpaire(x) définie par

fpaire(x) =
{
f(x), si x ∈ [0, π];
f(−x), si x ∈ [−π, 0].

Nous définissons sa série de Fourier impaire comme la série

∞∑
n=1

bn sin(nx) avec bn =
2
π

∫ π

0

f(x) sin(nx) dx pour n ≥ 1.

Ceci est la série de Fourier de la fonction impaire fimpaire(x) définie par

fimpaire(x) =

 f(x), si x ∈]0, π];
0, si x = 0;
−f(−x), si x ∈ [−π, 0[.

Pour conclure ce chapitre, il existe aussi une autre façon d’écrire les séries de Fourier. Rappelons que
si i =

√
−1, alors eiα = cos(α) + i sin(α). De ceci, nous pouvons écrire les fonctions trigonométriques cos(x)

et sin(x) en fonction de eix. Plus précisément,

cos(x) =
eix + e−ix

2
et sin(x) =

eix − e−ix

2i
.

En substituant ces expressions dans la série de Fourier d’un fonction f(x) définie sur [−π, π], nous obtenons
sa série de Fourier complexe:

∞∑
n=−∞

cne
inx avec cn =

1
2π

∫ π

−π
f(x) e−inx dx.

* * *

Exercice 4.1
Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer si elles sont paires, impaires ou ni pair, ni impair.
a) x+ 2x2 + 3x3, b) x2 + 5x4, c) x2 sin(x),
d) x2ex, e) sinh(x) = (ex − e−x)/2.

Exercice 4.2
Montrer que les fonctions suivantes: 1, x et (3x2 − 1)/2 sont orthogonales entre elles sur l’intervalle fermé
[−1, 1] pour la fonction de poids q(x) = 1 pour tout x ∈ [−1, 1].

Exercice 4.3
Trouver la série de Fourier de chacune des fonctions suivantes:

a) f(x) =
{
x, si −π ≤ x ≤ 0;
c, si 0 < x ≤ π ; b) f(x) =

{
1, si −π ≤ x < 0;
x2, si 0 ≤ x ≤ π ;

c) f(x) = x+ sin(x) si −π ≤ x ≤ π; d) f(x) = 1 + x si −π ≤ x ≤ π;
e) f(x) = ex si −π ≤ x ≤ π; f) f(x) = 1 + x+ x2 si −π ≤ x ≤ π
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Exercice 4.4
Montrer que si f(x) est intégrable et périodique de période p, alors nous avons∫ a+p

a

f(x) dx =
∫ b+p

b

f(x) dx

quels que soient les nombres réels a et b.

Exercice 4.5
Déterminer la série de Fourier impaire des fonctions suivantes sur l’intervalle [0, π]:

a) f(x) = x2, b) f(x) =
{

1, si 0 ≤ x < (π/2);
2, si (π/2) ≤ x ≤ π; c) f(x) = cos(x)

Exercice 4.6
Déterminer la série de Fourier paire des fonctions suivantes sur l’intervalle [0, π]:
a) f(x) = x2, b) f(x) = sin(2x), c) f(x) = ex.

Exercice 4.7
Déterminer la série complexe de Fourier des fonctions suivantes sur l’intervalle [−π, π]:

a) f(x) = e3x, b) f(x) =
{

0, si −π ≤ x < 0;
1, si 0 ≤ x ≤ π.

37





CHAPITRE 5

Convergence des séries de Fourier.

Nous avons vu au chapitre 4 qu’il est nécessaire d’étudier la convergence des séries de Fourier pour
résoudre certains problèmes d’EDP. Nous présenterons dans ce chapitre les résultats les plus importants
concernant la convergence de ces séries.

Soient une fonction f(x) définie et intégrable sur l’intervalle [−π, π] et sa série de Fourier

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)) .

Nous voulons répondre aux questions suivantes:
1) Est-ce que la série de Fourier de f(x) converge? Si oui, vers quelle valeur converge-t-elle?
2) Pouvons-nous dériver terme-à-terme la série de Fourier de f(x)? Si oui, est-ce que la série de Fourier
obtenue est la série de f ′(x), la dérivée de f(x)? (Nous supposons que f(x) est dérivable.)

La théorie a débuté avec les travaux de Joseph Fourier (mathématicien et physicien français, Auxerre,
1768 - Paris, 1830) sur la chaleur. Lejeune-Dirichlet (mathématicien allemand, Düren, Prusse Rhénane,
1805 - Göttingen, 1850) a étudié la convergence des séries de Fourier de façon rigoureuse afin de justifier les
résultats de Fourier.

Nous dirons qu’une fonction f(x) est lisse par morceaux sur l’intervalle [a, b] si et seulement si
l’intervalle peut être subdivisé en m sous-intervalles [xi, xi+1], où i = 0, 1, 2, . . . , (m−1), avec a = x0 < x1 <
x2 < . . . < xm = b tels que la fonction f(x) et sa dérivée f ′(x) sont continues sur chacun des sous-intervalles
ouverts ]xi, xi+1[ et que les limites à gauche (respectivement à droite) de f(x) et f ′(x) aux points xi pour
i = 1, 2, . . . ,m (respectivement pour i = 0, 1, 2, . . . , (m− 1)) existent.

Considérons la fonction f(x) = 3
√
x sur l’intervalle [−1, 1]. Alors f ′(x) = (1/3)x−2/3 si x 6= 0 et n’existe

pas à x = 0. Comme les limites à gauche et à droite de f ′(x) = (1/3)x−2/3 n’existent pas à x = 0, alors f(x)
n’est pas lisse par morceaux sur [−1, 1].

Soit une fonction f(x) définie sur l’intervalle [−π, π]. Son prolongement périodique f̃ : R → R de
période 2π est la fonction définie par

f̃(x+ 2kπ) =
{
f(x), si −π < x < π et k ∈ Z;
(f(−π) + f(π))/2, si x = −π, π et k ∈ Z.

Nous avons tracé à la figure [1] le graphe de f̃(x) dans le cas de la fonction

f(x) =
{

0, si −π ≤ x ≤ 0;
x, si 0 < x ≤ π.

p

p 2p 3p 4p-p-2p-3p-4p x

f(x)
~

Figure [1]
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Soient une fonction g : I → R, où I est un intervalle contenu dans R, et un point x0 à l’intérieur
de I. Alors nous noterons la limite à droite (respectivement à gauche) de g au point x0 par g(x0+)
(respectivement g(x0−)), i.e.

g(x0+) = lim
x→x0
x>x0

g(x) et g(x0−) = lim
x→x0
x<x0

g(x)

si ces limites existent.
Théorème 1 Soient f : [−π, π] → R, une fonction définie et intégrable sur l’intervalle [−π, π] et sa

série de Fourier
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

avec



a0 =
1
π

∫ π

−π
f(x) dx;

an =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx, si n ≥ 1;

bn =
1
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx si n ≥ 1.

Si f est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f converge pour tout x0 ∈ R et nous avons

f̃(x0+) + f̃(x0−)
2

=
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx0) + bn sin(nx0)) pour tout x0 ∈ R,

où f̃ est le prolongement périodique de f de période 2π. En particulier, si f̃ est continue au point x0, alors

f̃(x0) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx0) + bn sin(nx0)).

Avant d’esquisser la preuve de ce théorème, nous allons illustrer celui-ci dans un exemple. Si f(x) est
définie par

f(x) =

 0, si (π/2) ≤ x ≤ π;
1, si 0 ≤ x ≤ (π/2);
−x, si −π ≤ x < 0;

alors f est lisse par morceaux et conséquemment la série de Fourier de f converge. La série de Fourier de
f(x) est

(π + 1)
4

+
∞∑
n=1

(
−1 + (−1)n + n sin(nπ/2)

n2π

)
cos(nx) +

(
(−1)nπ + i− cos(nπ/2)

nπ

)
sin(nx).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci. Nous avons tracé le graphe de la somme de cette série de
Fourier à la figure [2]. Cette somme s(x) est l’unique fonction périodique de période 2π telle que

s(x) =
f̃(x+) + f̃(x−)

2
=


0, si (π/2) < x < π;
1, si 0 < x < (π/2);
−x, si −π < x < 0;
(1/2), si x = 0, (π/2);
(π/2), si x = −π, π.
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p

p 2p-p-2p x

s(x)

1

Figure [2]

Il nous faut pour démontrer le théorème 1 plusieurs résultats préliminaires. Nous allons premièrement
présenter ces résultats pour ensuite esquisser la preuve du théorème 1.

Le premier résultat est le
Lemme de Riemann-Lebesgue Soit une fonction g(x) intégrable sur l’intervalle [−π, π]. Alors

lim
α→∞

∫ π

−π
g(x) sin(αx+ β) dx = 0, ∀β ∈ R.

Preuve: Considérons premièrement le cas des fonctions caractéristiques pour un sous-intervalle. En
d’autres mots, supposons que

g(x) =
{

1, si a ≤ x ≤ b;
0, sinon

avec −π ≤ a < b ≤ π, alors, pour α > 0, nous avons∣∣∣∣∫ π

−π
g(x) sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(
− cos(αx+ β)

α

]b
a

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣− cos(αb+ β) + cos(αa+ β)

α

∣∣∣∣
≤ | − cos(αb+ β)|+ | cos(αa+ β)|

α
≤ 2
α

en utilisant l’inégalité du triangle et le fait que | cos(θ)| ≤ 1 pour tout θ. Donc pour la fonction g(x) ci-dessus,
nous obtenons

lim
α→∞

∫ π

−π
g(x) sin(αx+ β) dx = 0, ∀β ∈ R

parce que limα→∞(2/α) = 0.
Si g est une fonction étagée, i.e. nous pouvons subdiviser l’intervalle [−π, π] en un nombre fini de sous-

intervalles [xi, xi+1] où −π = x0 < x1 < x2 < . . . < xm = π tels que g est une fonction constante sur chaque
intervalle ouvert ]xi, xi+1[ pour tout i = 0, 1, . . . , (m− 1), alors

lim
α→∞

∫ π

−π
g(x) sin(αx+ β) dx = 0, ∀β ∈ R.

En effet g(x) est une combinaison linéaire des fonctions caractéristiques des sous-intervalles [xi, xi+1]. Par
la linéarité de l’intégrale et parce que le lemme de Riemann-Lebesgue est vérifié pour les fonctions car-
actéristiques, alors le lemme de Riemann-Lebesgue est aussi vérifié pour les fonctions étagées.

Pour terminer la preuve, il faut noter qu’étant donné ε > 0, il existe une fonction étagée h(x) sur [−π, π]
telle que ∫ π

−π

∣∣g(x)− h(x)
∣∣ dx < ε

2
.

Parce que le lemme de Riemann-Lebesgue est vrai pour h(x), alors il existe un nombre réel M tel que

α ≥M ⇒
∣∣∣∣∫ π

−π
h(x) sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣ < ε

2
.
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Conséquemment pour α ≥M , nous avons∣∣∣∣∫ π

−π
g(x) sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ π

−π
(g(x)− h(x)) sin(αx+ β) dx+

∫ π

−π
h(x) sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ π

−π
(g(x)− h(x)) sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ π

−π
h(x) sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣
≤
∫ π

−π

∣∣∣(g(x)− h(x)) sin(αx+ β)
∣∣∣ dx+

∣∣∣∣∫ π

−π
h(x) sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣
≤
∫ π

−π

∣∣∣(g(x)− h(x))
∣∣∣ dx+

∣∣∣∣∫ π

−π
h(x) sin(αx+ β) dx

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

De ceci, nous pouvons conclure que le lemme de Riemann-Lebesgue est vérifié pour toute fonction g(x)
intégrable sur [−π, π].

Une intégrale de la forme ∫ δ

0

g(x)
sin(αx)

x
dx

est une intégrale de Dirichlet. Il nous faut aussi étudier ces intégrales.
Proposition 1 Soit g(x), une fonction lisse par morceaux sur l’intervalle [0, δ], où δ > 0. Alors

lim
α→∞

2
π

∫ δ

0

g(x)
sin(αx)

x
dx = g(0+).

Preuve: Si α > 0 et si 0 < h < δ, alors nous avons∫ δ

0

g(x)
sin(αx)

x
dx =

∫ h

0

(g(x)− g(0+))
sin(αx)

x
dx+

∫ h

0

g(0+)
sin(αx)

x
dx+

∫ δ

h

g(x)
sin(αx)

x
dx.

Considérons chacune de ces intégrales lorsque α → ∞. Commençons par la dernière intégrale. Comme
g(x)/x est une fonction intégrable sur [h, δ], alors par le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons que

lim
α→∞

∫ δ

h

g(x) sin(αx)
x

= 0.

Pour la deuxième intégrale, nous avons∫ h

0

g(0+)
sin(αx)

x
dx = g(0+)

∫ αh

0

sin(y)
(y/α)

(1/α) dy = g(0+)
∫ αh

0

sin(y)
y

dy

en posant y = αx et dy = α dx. Donc

lim
α→∞

∫ h

0

g(0+)
sin(αx)

x
dx = g(0+)

∫ ∞
0

sin(y)
y

dy = g(0+)
π

2
.

Il faut savoir que l’intégrale impropre
∫∞
0

(sin(y)/y) dy = π/2.
Il nous reste à considérer la première intégrale. Nous voulons montrer que

lim
α→∞

∫ h

0

(g(x)− g(0+))
sin(αx)

x
dx = 0

pour un certain h, 0 < h < δ. S’il existe un nombre réel k > 0 tel que g′(x) = 0 pour tout x < k, alors g(x)
est une fonction constante si x < k et g(x)− g(0+) = 0 pour tout x < k. En prenant h = k, nous obtenons∫ h

0

(g(x)− g(0+))
sin(αx)

x
dx = 0 et lim

α→∞

∫ h

0

(g(x)− g(0+))
sin(αx)

x
dx = 0.
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Donc nous pouvons supposer qu’il existe un nombre réel k > 0 tel que, soit g′(x) > 0 pour tout x < k, soit
g′(x) < 0 pour tout x < k. Dans le cas où g′(x) < 0 pour tout x < k, alors en remplaçant g(x) par −g(x),
nous pouvons nous ramener au cas où g′(x) > 0 pour tout x < k. Nous allons donc supposer qu’il existe
un nombre réel k > 0 tel que g′(x) > 0 pour tout x < k. En d’autres mots, g est une fonction strictement
croissante sur l’intervalle [0, k]. Prenons h = k ci-dessus. Dans ce cas, la fonction x 7→ (g(x) − g(0+)) est
croissante sur [0, h], 0 ≤ g(x)−g(0+) ≤ g(h)−g(0+). Dans cette situation, il existe un nombre réel c ∈ [0, h]
tel que ∫ h

0

(g(x)− g(0+))
sin(αx)

x
dx = (g(h)− g(0+))

∫ h

c

sin(αx)
x

dx.

Ceci est le théorème de Bonnet. Nous allons supposer ce résultat. Comme la fonction x 7→ x−1 est intégrable
sur [c, h], alors par le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons

lim
α→∞

∫ h

c

sin(αx)
x

dx = 0.

Donc

lim
α→∞

∫ h

0

(g(x)− g(0+))
sin(αx)

x
dx = 0.

Ceci complète la preuve de la proposition 1.
Nous allons maintenant étudier les sommes partielles

sn(x) =
a0

2
+

n∑
j=1

(aj cos(jx) + bj sin(jx))

de la série de Fourier de f(x). Rappelons que nous avons la formule suivante:

Dn(x) =
1
2

+
n∑
j=1

cos(jx) =

{ sin((n+ (1/2))x)
2 sin(x/2) , si x 6= 2mπ pour tout m ∈ Z;

n+ (1/2), si x = 2mπ pour un m ∈ Z.

En effet, si x = 2mπ pour un m ∈ Z, alors cos(jx) = cos(j2mπ) = 1 pour tout j et nous obtenons que
Dn(x) = n+ (1/2). Si x 6= 2mπ pour tout m ∈ Z, il nous faut montrer que

Dn(x) =
sin((n+ (1/2))x)

2 sin(x/2)
.

Nous savons que cos(θ) = (eiθ + e−iθ)/2 où i =
√
−1. Donc

Dn(x) =
1
2

+
n∑
j=1

eijx + e−ijx

2
=

 n∑
j=0

eijx + e−ijx

2

− 1
2

=
1
2

(
(ei(n+1)x − 1)

(eix − 1)
+

(e−i(n+1)x − 1)
(e−ix − 1)

− 1
)

=
1
2

(
ei(n+1)x − 1

eix/2 (eix/2 − e−ix/2)
+

1− e−i(n+1)x

e−ix/2 (eix/2 − e−ix/2)
− 1
)

=
1
2

(ei(n+(1/2))x − e−i(n+(1/2))x)
(eix/2 − e−ix/2)

=
sin((n+ (1/2))x)

2 sin(x/2)
.

Proposition 2 Soient f(x), une fonction définie et intégrable sur l’intervalle [−π, π] et sa série de
Fourier

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)).
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Si sn(x) est la n-ième somme partielle de cette série, i.e.

sn(x) =
a0

2
+

n∑
j=1

(aj cos(jx) + bj sin(jx)),

alors

sn(x) =
2
π

∫ π

0

f̃(x+ t) + f̃(x− t)
2

Dn(t) dt

Preuve: Nous allons remplacer les coefficients de Fourier a0, aj et bj par leurs expressions en terme
d’intégrales.

sn(x) =
1

2π

(∫ π

−π
f(t) dt

)
+

n∑
j=1

[
1
π

(∫ π

−π
f(t) cos(jt) dt

)
cos(jx) +

1
π

(∫ π

−π
f(t) sin(jt) dt

)
sin(jx)

]

=
1
π

∫ π

−π
f(t)

1
2

+
n∑
j=1

cos(jt) cos(jx) + sin(jt) sin(jx)

 dt

=
1
π

∫ π

−π
f(t)

1
2

+
n∑
j=1

cos(j(t− x))

 dt.

En utilisant le prolongement périodique f̃ de f et la substitution y = t− x et dy = dt, nous obtenons

sn(x) =
1
π

∫ π−x

−π−x
f(y + x)

1
2

+
n∑
j=1

cos(jy)

 dy =
1
π

∫ π

−π
f̃(y + x) Dn(y) dy.

Nous avons aussi utilisé le fait que y 7→ f̃(y + x)Dn(y) est périodique de période 2π et l’exercice 4.4 du
chapitre précédente. Nous avons que

sn(x) =
1
π

∫ 0

−π
f̃(y + x) Dn(y) dy +

1
π

∫ π

0

f̃(y + x) Dn(y) dy

=
1
π

∫ 0

π

f̃(−z + x) Dn(−z) (−1)dz +
1
π

∫ π

0

f̃(y + x) Dn(y) dy

en posant z = −y et dz = −dy. Parce que Dn est une fonction paire, i.e. Dn(−z) = Dn(z), nous obtenons
donc que

sn(x) =
1
π

∫ π

0

(
f̃(x+ t) + f̃(x− t)

)
Dn(t) dt =

2
π

∫ π

0

(
f̃(x+ t) + f̃(x− t)

2

)
Dn(t) dt.

La preuve de la proposition 2 est maintenant terminée.
Preuve du théorème 1: Nous voulons calculer la limite des sommes partielles sn(x) pour x = x0. À

cause de la proposition 2, nous avons

lim
n→∞

sn(x0) = lim
n→∞

2
π

∫ π

0

(
f̃(x0 + t) + f̃(x0 − t)

2

)
Dn(t) dt

= lim
n→∞

2
π

∫ π

0

(
f̃(x0 + t) + f̃(x0 − t)

2

)
sin((n+ (1/2))t)

2 sin(t/2)
dt.
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Cette intégrale n’est pas tout à fait une intégrale de Dirichlet, mais nous pouvons la relier à une intégrale
de Dirichlet. Il est possible de montrer que la fonction g(t) définie par

g(t) =


(

1
t −

1
2 sin(t/2)

)
, si 0 < t ≤ π;

0, si t = 0;

est continue sur l’intervalle [0, π]. La seule difficulté est de vérifier la continuité à t = 0. Mais il suffit
d’utiliser la règle de l’Hopital plusieurs fois pour montrer que

lim
t→0
t>0

g(t) = lim
t→0
t>0

(2 sin(t/2)− t)
2t sin(t/2)

= 0 = g(0).

En utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons

lim
n→∞

2
π

∫ π

0

(
1
t
− 1

2 sin(t/2)

)
f̃(x0 + t) + f̃(x0 − t)

2
sin((n+ (1/2))t) dt = 0.

Conséquemment

lim
n→∞

sn(x0) = lim
n→∞

2
π

∫ π

0

(
f̃(x0 + t) + f̃(x0 − t)

2

)
sin((n+ (1/2))t)

t
dt =

f̃(x0+) + f̃(x0−)
2

par la proposition 1. Ainsi le théorème 1 est démontré.
Nous avons ainsi donné une réponse partielle à la première question concernant la convergence, à savoir

des conditions suffisantes pour que la série de Fourier de f(x) converge vers f(x). Il existe des résultats plus
généraux sur la convergence. Par exemple, le théorème 1 est valable pour des fonctions plus générales que
seulement les fonctions lisses par morceaux. Mais aussi il est possible de considérer une généralisation de la
convergence. Nous allons énoncer sans le démontrer un résultat de Fejér généralisant notre théorème 1.

Nous dirons qu’une série
∑∞
n=1 vn converge au sens de Cesàro si les moyennes arithmétiques des

sommes partielles convergent, plus précisément si sn =
∑n
j=1 vn est la n-ième somme partielle et

σn =
(s1 + s2 + . . . sn)

n

est la moyenne arithmétique des n premières sommes partielles, alors nous dirons que la série converge au
sens de Cesàro si la suite {σn}∞n=1 converge.

Il est possible de montrer que si une série
∑∞
n=1 vn converge vers v, alors elle convergera aussi au sens

de Cesàro vers v. Mais la réciproque est fausse. Par exemple, considérons la série
∑∞
n=1(−1)n. Celle-ci

diverge, mais, au sens de Cesàro, elle converge vers 1/2.
La généralisation de Fejér du théorème 1 est
Théorème de Fejér Soit f(x) une fonction intégrable (au sens de Lebesgue) sur l’intervalle [−π, π].

Alors la série de Fourier de f(x) converge au sens de Cesàro vers (f̃(x0+) + f̃(x0−))/2 au point x = x0 pour
tout x0 ∈ R.

Nous ne démontrerons pas ce théorème. Il est facile de trouver une preuve dans un bon livre d’analyse
mathématique, par exemple dans [R.Godement, Analyse mathématique II, Springer-Verlag Berlin Heidelberg
New York 1998]. Nous allons maintenant étudier sous quelles conditions nous pouvons dériver terme-à-terme
la série de Fourier de f(x).

Considérons premièrement un exemple pour illustrer que nous ne pouvons pas toujours dériver terme-à-
terme. Soit la fonction f(x) = x définie sur l’intervalle [−π, π]. Alors nous obtenons que sa série de Fourier
est

∞∑
n=1

(
2 (−1)n+1

n

)
sin(nx).
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Si nous considérons la série obtenue en dérivant terme-à-terme, alors nous obtenons

∞∑
n=1

2 (−1)n+1 cos(nx).

Mais cette série n’est pas la série de Fourier de f ′(x) = 1. De plus cette série diverge pour certaines valeurs
de x, par exemple pour x = mπ où m ∈ Z. Une des raisons qui fait que nous n’obtenons pas la série de
Fourier de f ′(x) dans l’exemple précédent est que f(π) 6= f(−π). La proposition suivante indique la relation
entre la série de Fourier de f(x) et celle de f ′(x).

Proposition 2 Soient f(x), une fonction définie et dérivable sur l’intervalle [−π, π] et sa série de Fourier

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)).

Alors la série de Fourier de f ′(x) est

(f(π)− f(−π))
2π

+
∞∑
n=1

[(
nbn +

(−1)n(f(π)− f(−π)
π

)
cos(nx)− nan sin(nx)

]
.

En particulier si f(π) = f(−π), alors la série de Fourier de f ′(x) est obtenue de celle de f(x) en dérivant
terme-à-terme.

Preuve: Nous calculons les coefficients de la série de Fourier de f ′(x) en intégrant par parties. Notons
la série de Fourier de f ′(x) par

A0

2
+
∞∑
n=1

(An cos(nx) +Bn sin(nx)).

Alors

A0 =
1
π

∫ π

−π
f ′(x) dx =

1
π

(f(x) ]π−π =
(f(π)− f(−π))

π
.

Si n ≥ 1, alors

An =
1
π

∫ π

−π
f ′(x) cos(nx) dx =

1
π

[
(f(x) cos(nx)]π−π +

∫ π

−π
nf(x) sin(nx) dx

]
=

(−1)n(f(π)− f(−π))
π

+nbn

et

Bn =
1
π

∫ π

−π
f ′(x) sin(nx) dx =

1
π

[
(f(x) sin(nx)]π−π −

∫ π

−π
nf(x) cos(nx) dx

]
= −nan.

Donc la série de Fourier de f ′(x) est

(f(π)− f(−π))
2π

+
∞∑
n=1

[(
nbn +

(−1)n(f(π)− f(−π)
π

)
cos(nx)− nan sin(nx)

]
.

Si f(π) = f(−π), alors nous obtenons que la série de Fourier de f ′(x) est

∞∑
n=1

nbn cos(nx)− nan sin(nx)

qui est obtenue de celle de f(x) en dérivant terme-à-terme.
Nous allons maintenant énoncer des conditions suffisantes qui nous permettent de dériver terme-à-terme

la série de Fourier de f(x) pour obtenir la série de Fourier de f ′(x) et aussi de déterminer vers quelle valeur
cette série converge.
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Théorème 2 Soient f(x), une fonction dérivable sur [−π, π] et f̃(x) son prolongement périodique de
période 2π. Si f̃(x) est continue sur R et si f ′(x) est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f ′(x)
est obtenue de celle de f(x) en dérivant terme-à-terme et cette série converge vers (f̃ ′(x0+) + f̃ ′(x0−))/2 où
f̃ ′ est le prolongement périodique de f ′ de période 2π. En d’autres mots, si

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

est la série de Fourier de f(x), alors

∞∑
n=1

(nbn cos(nx)− nan sin(nx))

est la série de Fourier de f ′(x) et

(f̃ ′(x0+) + f̃ ′(x0−))
2

=
∞∑
n=1

(nbn cos(nx0)− nan sin(nx0)).

Preuve: À cause de la proposition précédente, la série de Fourier de f ′(x) est obtenue de celle de f(x)
en dérivant terme-à-terme si f(π) = f(−π). Il suffit donc de vérifier que f(π) = f(−π). Parce que f est
dérivable sur [−π, π] et f̃ est continue, alors

f(π) = f(π−) = lim
x→π
x<π

f̃(x) = lim
x→π
x>π

f̃(x) = lim
x→−π
x>−π

f̃(x) = f((−π)+) = f(−π).

Parce que f ′(x) est lisse par morceaux et par le théorème 1, alors la série de Fourier de f ′(x) converge
vers

f̃ ′(x0+) + f̃ ′(x0−)
2

à x = x0 pour tout x0 ∈ R.
Nous allons maintenant conclure ce chapitre en indiquant qu’il est aussi possible de considérer des

fonctions f(x) définies sur l’intervalle [−`, `] où ` > 0 plutôt que juste sur l’intervalle [−π, π]. Dans ce qui
suivra, ` sera un nombre réel positif > 0.

Soit une fonction définie et intégrable sur l’intervalle [−`, `]. Nous définissons la série de Fourier de
f(x) comme étant la série

a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
`

)
+ bn sin

(nπx
`

)]

avec



a0 =
1
`

∫ `

−`
f(x) dx;

an =
1
`

∫ `

−`
f(x) cos

(nπx
`

)
dx, pour n ≥ 1;

bn =
1
`

∫ `

−`
f(x) sin

(nπx
`

)
dx, pour n ≥ 1.

Les théorèmes 1 et 2 ont leurs équivalents dans cette situation.
Théorème 1’ Soient f : [−`, `]→ R, une fonction définie et intégrable sur l’intervalle [−`, `] et sa série

de Fourier
a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
`

)
+ bn sin

(nπx
`

)]
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avec



a0 =
1
`

∫ `

−`
f(x) dx;

an =
1
`

∫ `

−`
f(x) cos

(nπx
`

)
dx, pour n ≥ 1;

bn =
1
`

∫ `

−`
f(x) sin

(nπx
`

)
dx, pour n ≥ 1.

Si f est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f converge pour tout x0 ∈ R et

f̃(x0+) + f̃(x0−)
2

=
a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx0

`

)
+ bn sin

(nπx0

`

)]
où f̃ est le prolongement périodique de f de période 2`, c’est-à-dire

f̃(x+ 2k`) =
{
f(x), si −` < x < ` et k ∈ Z;
(f(−`) + f(`))/2, si x = −`, ` et k ∈ Z.

En particulier, si f̃ est continue au point x0, alors

f̃(x0) =
a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx0

`

)
+ bn sin

(nπx0

`

)]
Théorème 2’ Soient f(x), une fonction dérivable sur l’intervalle [−`, `] et f̃(x) son prolongement

périodique de période 2`. Si f̃(x) est continue sur R et si f ′(x) est lisse par morceaux sur [−`, `], alors la
série de Fourier de f ′(x) est obtenue de celle de f(x) en dérivant terme-à-terme et cette série converge vers
(f̃ ′(x0+) + f̃ ′(x0−))/2 où f̃ ′ est le prolongement périodique de f ′ de période 2`. En d’autres mots, si

a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
`

)
+ bn sin

(nπx
`

)]
est la série de Fourier de f(x)

avec



a0 =
1
`

∫ `

−`
f(x) dx;

an =
1
`

∫ `

−`
f(x) cos

(nπx
`

)
dx, pour n ≥ 1;

bn =
1
`

∫ `

−`
f(x) sin

(nπx
`

)
dx, pour n ≥ 1;

alors
∞∑
n=1

[(
nbnπ

`

)
cos
(nπx

`

)
−
(nanπ

`

)
sin
(nπx

`

)]
est la série de Fourier de f ′(x) et

(f̃ ′(x0+) + f̃ ′(x0−))
2

=
∞∑
n=1

[(
nbnπ

`

)
cos
(nπx0

`

)
−
(nanπ

`

)
sin
(nπx0

`

)]
.

Preuve des théorèmes 1’ et 2’: Nous pouvons démontrer les deux théorèmes précédents en considérant
la fonction (de y au lieu de x) y 7→ g(y) = f(`y/π) définie sur l’intervalle [−π, π]. Si nous notons la série de
Fourier de g(y) par

A0

2
+
∞∑
n=1

(An cos(ny) +Bn sin(ny))
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avec



A0 =
1
π

∫ π

−π
g(y) dy;

An =
1
π

∫ π

−π
g(y) cos(ny) dy, si n ≥ 1;

Bn =
1
π

∫ π

−π
g(y) sin(ny) dy si n ≥ 1;

et
a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
`

)
+ bn sin

(nπx
`

)]
,

la série de Fourier de f(x)

avec



a0 =
1
`

∫ `

−`
f(x) dx;

an =
1
`

∫ `

−`
f(x) cos

(nπx
`

)
dx, pour n ≥ 1;

bn =
1
`

∫ `

−`
f(x) sin

(nπx
`

)
dx, pour n ≥ 1;

alors A0 = a0, An = an et Bn = bn pour tout n ≥ 1. En effet, il suffit de considérer la substitution x = `y/π
et dx = (`/π)dy, alors

A0 =
1
π

∫ π

−π
g(y) dy =

1
π

∫ π

−π
f

(
`y

π

)
dy =

1
π

∫ `

−`
f(x)

(π
`

)
dx = a0,

et, pour n ≥ 1,

An =
1
π

∫ π

−π
g(y) cos(ny) dy =

1
π

∫ π

−π
f

(
`y

π

)
cos(ny) dy =

1
π

∫ `

−`
f(x) cos

(nπx
`

)(π
`

)
dx = an,

Bn =
1
π

∫ π

−π
g(y) sin(ny) dy =

1
π

∫ π

−π
f

(
`y

π

)
sin(ny) dy =

1
π

∫ `

−`
f(x) sin

(nπx
`

)(π
`

)
dx = bn.

Si f est lisse par morceaux sur l’intervalle [−`, `], alors g est lisse par morceaux sur [−π, π]. En utilisant le
théorème 1 pour la fonction g(y), nous obtenons que la série de Fourier de g(y) converge pour tout y0 ∈ R
et

(g(y0+) + g(y0−))
2

=

(
f
(
`y0
π +

)
+ f

(
`y0
π −

))
2

=
A0

2
+
∞∑
n=1

(An cos(ny0) +Bn sin(ny0)).

Mais en posant x0 = (`y0/π) et parce que A0 = a0, An = an et Bn = bn pour tout n ≥ 1 nous obtenons que
la série de Fourier de f(x) converge pour tout x0 ∈ R et

f̃(x0+) + f̃(x0−)
2

=
a0

2
+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx0

`

)
+ bn sin

(nπx0

`

)]
.

Ceci complète la preuve du théorème 1’.
Si f(x) est dérivable sur [−`, `], alors g(y) est dérivable sur [−π, π] et g′(y) = (`/π) f ′(`y/π) par la

règle de châınes. Si le prolongement périodique f̃ de f de période 2` est continu, alors nous aurons que le
prolongement périodique g̃ de g de période 2π est aussi continu. Nous pouvons donc utiliser le théorème 2
et la série de Fourier de g′(y) est obtenu de celle de g(y) en dérivant terme-à-terme, i.e. la série de Fourier
de g′(y) = (`/π) f ′(`y/π) (avec les notations ci-dessus) est

∞∑
n=1

(nBn cos(ny)− nAn sin(ny)).
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En utilisant la substitution x = (`y/π) et parce que An = an et Bn = bn pour n ≥ 1, nous obtenons que la
série de Fourier de f ′(x) est

π

`

∞∑
n=1

[
nbn cos

(nπx
`

)
− nan sin

(nπx
`

)]
.

Ceci est la série obtenue de la série de Fourier de f(x) en dérivant terme-à-terme. Nous obtenons de la
même façon la convergence et vers quelle valeur cette série de Fourier converge. Ceci complète la preuve du
théorème 2’.

Soit une fonction f(x) définie sur l’intervalle [0, `]. Nous définissons sa série de Fourier paire comme
la série

a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
(nπx

`

)
avec an =

2
`

∫ `

0

f(x) cos
(nπx

`

)
dx pour n ≥ 0.

Ceci est la série de Fourier de la fonction paire fpaire(x) définie par

fpaire(x) =
{
f(x), si x ∈ [0, `];
f(−x), si x ∈ [−`, 0].

Nous définissons sa série de Fourier impaire comme la série

∞∑
n=1

bn sin
(nπx

`

)
avec bn =

2
`

∫ `

0

f(x) sin
(nπx

`

)
dx pour n ≥ 1.

Ceci est la série de Fourier de la fonction impaire fimpaire(x) définie par

fimpaire(x) =

 f(x), si x ∈]0, π];
0, si x = 0;
−f(−x), si x ∈ [−π, 0[.

Pour ce qui est de la convergence de ces séries de Fourier paire et impaire, il suffit d’utiliser les théorèmes 1’
et 2’ pour les fonctions fpaire(x) et fimpaire(x) selon que nous considérons la série paire ou la série impaire.

* * *

Exercice 5.1
Déterminer vers quelles valeurs chacune des séries de Fourier des numéros 4.5 et 4.6 convergent ponctuelle-
ment pour les valeurs de x suivantes: −π, −(π/2), 0, (π/2), π.

Exercice 5.2
a) Calculer la série de Fourier de la fonction f(x) = x2 définie sur l’intervalle [−π, π].
b) Utiliser le résultat obtenu en a) pour montrer que

∑∞
n=1 n

−2 = π2/6.

Exercice 5.3
a) Calculer la série de Fourier de la fonction f(x) = x4 définie sur l’intervalle [−π, π].
b) Utiliser le résultat obtenu en a) pour montrer que

∑∞
n=1 n

−4 = π4/90.

Exercice 5.4
Trouver la série de Fourier de la fonction f(x) définie sur l’intervalle [−1, 1] si:
a) f(x) = cos(x), b) f(x) = sin(x), c) f(x) = ex.
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Exercice 5.5(†)
Soient f(x) et g(x) deux fonctions continues sur l’intervalle [a, b] telles que g(a) = 0 et g est dérivable et
croissante sur [a, b]. Montrer qu’il existe un nombre réel c ∈ [a, b] tel que∫ b

a

f(x) g(x) dx = g(b)
∫ b

c

f(x) dx.

Indice: Considérer la fonction F (x) =
∫ x
a
f(t) dt. Noter que F (x) est continue et F ′(x) = f(x). Utiliser

l’intégration par parties pour évaluer l’intégrale
∫ b
a
f(x) g(x) dx.

Exercice 5.6(†)
Soient une suite {sn}∞n=1 de nombres réels qui converge vers s. Notons par σn, la moyenne arithmétique des
n premiers termes de la suite {sn}∞n=1:

σn =
(s1 + s2 + · · ·+ sn)

n
.

Montrer que la suite {σn}∞n=1 converge aussi vers s.
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