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PREFACE

Ces notes s’adressent aux étudiantes et étudiants du cours Equations aux dérivées partielles (Sigle:
MAT4112). Elles constituent la matiére d’un cours de premier cycle d’une quarantaine d’heures. Elles sont
divisées en douze chapitres. On y traite entre autres de la classification des équations aux dérivées partielles
linéaires d’ordre 2, de la méthode de séparation de variables, des séries de Fourier et leurs généralisations,
des problemes de Sturm-Liouville. Les problemes classiques: 1’équation d’onde, de la chaleur et du potentiel
pour des domaines spatiaux bornés sont étudiés. Nous terminons en introduisant des méthodes numériques
pour résoudre ’équation de la chaleur.

Dans des éditions ultérieures, d’autres chapitres devront étre ajoutés; par exemple, pour traiter des
probléemes non homogenes ou encore de traiter plus les méthodes numériques. Il faudra aussi compléter
ces notes en y ajoutant les problemes classiques: 1’équation d’onde, de la chaleur et du potentiel pour des
domaines spatiaux non bornés.

Quelques exercices sont inclus & la fin de chaque chapitre. Ceux marqués d'un (f) sont considérés comme
étant difficile et nécessitent parfois des notions vues dans d’autres cours de mathématiques. Il y a tres peu
d’exercices de ce type. Ils ne sont la que pour éveiller la curiosité des étudiantes et étudiants sur d’autres
sujets mathématiques.

Les preuves de certains des théorémes ou propositions ne sont qu’esquisser dans le texte. J’ai préféré
procéder ainsi pour ne pas trop alourdir ces notes de cours en espérant que les étudiantes et étudiants ne
m’en tiendront pas trop rigueur. Les solutions de tous les exercices sont présentées a la fin de ce recueil.

D’avance je remercie toute personne qui me signalera les lapsus et autres coquilles qui m’auraient
échappé.

Robert Bédard, juillet 2007.

iii






Chapitre 1:
Chapitre 2:
Chapitre 3:
Chapitre 4:
Chapitre 5:
Chapitre 6:
Chapitre 7:
Chapitre 8:

Chapitre 9:

Chapitre 10
Chapitre 11

Chapitre 12

TABLE DES MATIERES

Les premiers pas dans la théorie .
Les équations linéaires d’ordre 1 .
Un peu d’ordre maintenant
Quelques mots sur les séries de Fourier .
Convergence des séries de Fourier
Retour sur I’équation d’onde
L’équation de la chaleur: cas de la dimension 1
L’équation de Laplace sur un rectangle .
L’équation d’onde pour une membrane circulaire
: Les problemes de Sturm-Liouville
: L’équation du potentiel

: Introduction aux méthodes numériques

Annexe 1: Solutions des exercices

Annexe 2: Aide-mémoire

19

29

39

33

67

(0]

81

97

109

121

143

217






CHAPITRE 1

Les premiers pas dans la théorie.

Il existe une infinité d’équations aux dérivées partielles. Il n’existe pas une méthode universelle pour
résoudre toutes celles-ci. Il faut donc se résoudre a restreindre notre champ d’étude. On réalisera ceci
en exigeant que l’équation satisfasse certaines propriétés, par exemple qu’elle soit linéaire. C’est ce que
nous décrirons dans ce premier chapitre. Nous énumérerons aussi quelques-unes des équations aux dérivées
partielles classiques. Beaucoup de domaines sont fortement dépendants de la théorie des équations aux
dérivées partielles. L’acoustique, 'aérodynamique, la dynamique des fluides, 1’élasticité, 1’électrodynamique,
la géophysique, la mécanique quantique, la météorologie, 'océanographie, la physique des plasmas sont
quelques-uns de ces domaines.

Une équation aux dérivées partielles est une équation mathématique contenant en plus de la variable

dépendante (u ci-dessous) et les variables indépendantes (z, y,... ci-dessous) une ou plusieurs dérivées
partielles. Cette équation est ainsi de la forme:
Ju Ou u *u 0%*u
Flay,. .oty — ey ——=——....] =0 6q. [1
( Y Oz’ Oy 0x2’ 0z0y’ Oy? ) (éa. {1])

ou F' est une fonction de plusieurs variables. Si n est le nombre de variables indépendantes, alors nous
considérons le n-tuplet de variables indépendantes (z,y, . ..) comme appartenant & un domaine D convenable
de R™. Nous utiliserons EDP comme abréviation d’équation aux dérivées partielles.

Une solution de I’équation [1] est une fonction u = u(x,y, ...) des variables indépendantes z, y ... dont
les dérivées partielles apparaissant dans I’équation existent aux points de D et telle qu’apres avoir substitué
cette fonction et ses dérivées partielles dans I’équation [1], celle-ci est satisfaite.

Par exemple,
T @ + @ ’ _ @ @ - Sin(.%‘Q + 2)
ox? Oy ox ody) 4

est un exemple d’EDP pour le domaine D = R2. Cette derniére équation peut s’écrire sous la forme de
Péquation [1] ci-dessus. Il suffit de noter qu’elle est équivalente a ’équation

0%u ou\>  [ou\ [ou P
“(aw)*@w)(aﬁ(m)$“m+y)o

Pu
ox?  Oy?

Similairement

est une autre EDP pour le domaine D = R? et u(z,y) = (x + )3, u(x,y) = sin(z — y) sont deux solutions
de cette derniere équation. En effet, si u(z,y) = (z +y)3, alors

ou s  Ou . 0%u Pu
o =3z +y)", oy =3z +y)”, 922 =6(z +y), Gl =6(z +y)
et nous obtenons que
Pu  0%u
Si u(x,y) = sin(z — y), nous avons
ou ou 0%u ) 0%u ,
pr cos(x — y), o —cos(z —y), prohe —sin(z — y), a7 —sin(z — y)
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et nous obtenons que
0?u  0%u
0x2  Oy?
On voit par cet exemple que les solutions d’'une EDP peuvent étre tres différentes. Il y a en général une
infinité de solutions pour une EDP donnée. Prenons par exemple ’équation

ou_
oy

= —sin(z —y) — (—sin(z —y)) = 0.

0 avec u=u(x,y).

Alors toutes les fonctions u(x,y) = f(z) sont des solutions de cette équation. Nous verrons plus tard qu’en
plus de ’EDP, il y a des conditions initiales et/ou aux frontieres dans un probléme typique et que ces
dernieres ont comme conséquence de réduire le nombre de solutions jusqu’a une seule dans une situation
idéale.

L’ordre d’'une EDP est 'ordre de la dérivée partielle d’ordre le plus élevé. Par exemple,

Pu N 2u\®
—— x| == =¢
0x20y Ox?
est une EDP d’ordre 3.

Pour ce qui suit, un opérateur L désignera une transformation qui associe a toute “bonne” fonction
u=u(z,y,...) de plusieurs variables x, y, . .. sur un domaine D: une fonction Lu = Lu(z,y,...) sur ce méme
domaine. Le qualificatif “bonne” signifie ici que Lu est bien définie. Parfois il faudra exiger que les dérivées
partielles de u existent jusqu’a un certain ordre. Si u = u(z,y), alors

o
T Oz

est un exemple d’opérateur. Cependant pour que Lu soit bien définie, il est nécessaire que la dérivée partielle
de u par rapport a x existe sur le domaine D; c¢’est ce que signifie “bonne” dans ce cas-ci. L’équation [1] peut
donc s’écrire sous la forme L(u) = f(z,y,...) out f(x,y,...) est une fonction des variables indépendantes,
L est un opérateur et u est une fonction a déterminer. Un opérateur L est linéaire si et seulement si
L(au+bv) = aL(u)+bL(v) quels que soient les nombres réels a, b et les “bonnes” fonctions u, v. Implicitement
nous supposons que la fonction au + bv est aussi une “bonne” fonction.

Nous pouvons maintenant énoncer les premieres restrictions aux équations aux dérivées partielles étu -
diées dans ces notes de cours. Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme Lu = f(z,y,...) ou L est
un opérateur linéaire, f(z,y,...) est une fonction des n variables indépendantes, (z,y,...) appartient & un
domaine D convenable de R™ et u est la fonction recherchée. Si en plus f(z,y,...) = 0, on dit alors que
I’équation est linéaire homogeéne. Sinon elle est non-homogeéne.

Lu

R
u+y— +22y— =
Yor2 y8y2
est une EDP linéaire non-homogene (pour D = R?), ot u = u(x,y). Dans cet exemple,
0%u 0%u
Lu=u+y-— +22y—
e y6y2
est un opérateur linéaire et f(z,y) = 1. En effet L est linéaire, car si a et b sont deux nombres réels

quelconques et u et v deux “bonnes” fonctions (i.e. il faut que u et v soient des fonctions dont les dérivées
partielles apparaissant dans la définition de Lu existent sur D), alors

2 2
0% (au + bv) n 2xya (au + bv)

L(au+ ) = (au+ ) +y 92 092

0?u 0%u 0% 0?%v
=a u+yﬁ—i—2aﬂya—y2 +b v—i—y@—k%ya—?ﬂ

= aL(u) + bL(v).



Une autre EDP (pour D = R?) est

() (5) + = (3) -0

ot u = u(z,y). Cependant cette équation n’est pas linéaire. Dans ce cas,

I ou 0%u n ou
uv=|—]{ =5 zu | —
Ox Ox? Oy
n’est pas un opérateur linéaire et f(z,y) = sin(y). Pour vérifier que Lu n’est pas linéaire, il suffit de
considérer par exemple les deux nombres réels a = b = 1 et les deux fonctions u(z,y) = v(z,y) = 2. Avec

ces choix, nous obtenons que L(u + v) = 16z, Lu = Lv = 4x et clairement L(u 4 v) # Lu + L.
Une EDP linéaire d’ordre 2 avec n variables indépendantes sera donc de la forme

n

5 g + 3+ u=D @)

ij=1 i=1
ou A;j, B;, C et D sont des fonctions des variables indépendantes x1, z2, ..., 2,. Dans cette situation, nous
supposerons que les solutions recherchées u ont toutes leurs dérivées partielles

ou ot 0%u

Vi,j, 1<4,j<n

continues sur D. Ceci a comme conséquence que

0%u B 0%u
axiaxj o 81%3%2

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que A;; = Aj;. Il suffit de remplacer chacune des
fonctions A;; avec i # j par (A;; + Aj;)/2. L’EDP n’est pas modifié et alors nous avons bien avec ces
nouvelles fonctions que A;; = A;;. Si D = 0, alors I’équation [2] est linéaire homogene.

Certaines des équations classiques de la physique sont des EDP linéaires homogenes d’ordre 2. Trois de
ces équations sont les suivantes.

0%u 0%y O0%u  O%u . 3
ﬁ—CQ (8x2+8y2+822)20 ou u = u(z,y, z,t) (éq. [3])

est ’équation d’onde;

ou v 0%u O%u . i
&S_k<8xz+8 +322) =0 oluu=u(z,y,z,1t) (éq. [4])
est ’équation de la chaleur;
%u  0%*u  O%u . i
<8962 + 92 + 8,22> =0 ouwu=u(x,y,zt) (éq. [5])

est ’équation de Laplace ou du potentiel. La recherche de solutions de ces trois premiéres équations
sera étudiée dans des chapitres subséquents. Il existe d’autres exemples importants d’EDP. Ainsi en finance,
le prix ¢ = ¢(t,S) d’un option d’achat (sous certaines conditions) satisfait

dc o2 282 Oc B B
a —S 8S2+ Sas rc=20 (éq. 16])

qui est ’équation de Black-Scholes. C’est aussi une EDP linéaire homogene d’ordre 2.
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Nous allons maintenant présenter un argument heuristique pour justifier I’équation d’onde dans le cas
d’une membrane:
Pu 5 (0*u D
— ==+
ot? ox? = 0y?

Nous supposerons que les cing conditions suivantes sont satisfaites.
- La membrane est flexible et élastique.
- La tension est de norme constante Tj.
- La membrane a une densité p constante.
- Le poids de la membrane est négligeable par rapport a la tension.
- Le déplacement de la membrane est petit comparativement au diametre minimal de celle-ci.

Au

(S i
(S

X Figure [1]



La premiere condition a comme conséquence que la tension agit dans la direction du profil de la mem-
brane. La derniere condition signifie que le déplacement horizontal de la membrane est approximativement
nul et nous le supposerons nul dans ce qui suit.

Soit u = wu(x,y,t), le déplacement vertical de la membrane au-dessus du point (z,y) & Uinstant ¢.
Considérons la portion de la membrane au-dessus du rectangle ayant pour sommets:(x,y), (z + Ax,y),
(z,y+ Ay), (x + Az, y + Ay). Nous supposons que Az et Ay sont petits. Nous avons illustré dans la figure
[1] les forces de tension agissant sur cette portion de membrane. Les angles «, 3, 7y et J sont les angles faits
par ces forces avec I’horizontale et les points (z1,y), (z2,y + Ay), (x,y1) et (z + Az, ys) sont ceux ou les
forces de tension agissent sur les bords de cette portion de membrane.

La force verticale sera

Feart = To(Az) sin(§) — To(Az) sin(e) + To(Ay) sin(y) — To(Ay) sin(9).

Il faut noter que les angles «, 3, v et § sont presque nuls. Nous pouvons donc utiliser les approximations
suivantes: sin(«) = tan(«), sin(8) ~ tan(3), sin(y) =~ tan(y) et sin(d) ~ tan(d). Apres substitution, nous
obtenons )
0 u
Frere = To(Az)(tan(5) — tan(a)) + To(Ay)(tan(y) — tan(9)) = p(A4) 7
ou AA =~ (Ax)(Ay) est aire de la portion de la membrane. Par définition de la dérivée partielle et comme
la tension agit dans la direction du profil de la membrane, nous avons que

0 0 0 0
tan(a) = a—Z(;vl,y), tan(3) = a—Z(xg,y + Ay), tan(d) = a—Z($7y1) et tan(y) = G—Z(Jc + Az, ys).

Nous obtenons ainsi apres substitution dans ’expression ci-dessus pour Fye que

0%u ou ou ou ou
Fst = p(80)(89) 3 = To(Aa) (G + ) = G2 a) )+ Totn) (Gto + o) = Gt )
Conséquemment
u T, 1 ou ou T 1 ou ou
Fra ?@ <%(x2,y+Ay) - 81/(901,21)) + ) (Aa) ((%(JH'AJU,M) - 8@/(%91)) .

En passant a la limite (Az), (Ay) — 0, nous aurons alors x1, T3 — ; Y1, Y2 — y et

1 ou ou o%u 1 ou ou 5%
@ (@/<x2,y+Ay) B 8y(xl’y)> - aT/? et (A:c) (ax(erAx,yg) - ay(%l/l)) — 92

De tout ce qui précede, nous pouvons donc conclure que u = u(x, y,t) satisfait '’équation d’onde

ou? 2 ?u  *u o2 To
— = — + — c
ot? ox2 = 0y?

Pour clore ce chapitre, nous allons décrire deux propriétés des équations linéaires. La premiere est le
principe de superposition dans le cas des équations linéaires homogenes et la seconde concerne la relation
entre les solutions d’une EDP linéaire non-homogene et celles de son EDP linéaire homogene associée. Ces
propriétés sont présentées dans la proposition suivante.

Proposition 1 a) Soit une EDP linéaire homogene Lu = 0 pour laquelle L est un opérateur linéaire.
Si wuq, ug sont deux solutions de cette EDP et a,b € R, alors au; + bus est aussi une solution. Ceci est
le principe de superposition. Ici nous supposons que I’ensemble des “bonnes” fonctions pour lesquelles L
est défini forme un espace vectoriel et dans ce cas, le principe de superposition affirme que ’ensemble des
solutions d’'une EDP linéaire homogene est un sous-espace de l'espace des “bonnes” fonctions.
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b) Soit une EDP linéaire Lu = f(z,y...) pour laquelle L est un opérateur linéaire. Si uq, us sont deux
solutions de cette EDP, alors us — u; est une solution de I’équation linéaire homogene associée Lu = 0. Ce
résultat signifie que si nous connaissons toutes les solutions de Lu = 0 et que nous connaissons une solution
particuliere uy de Lu = f(z,y,...), alors nous connaissons toutes les solutions de cette derniere équation.
En effet, elles sont toutes de la forme v + 11 ol v est une solution de Lu = 0.

Preuve: a) 1l suffit de noter que L(au; + buz) = aL(uy) + bL(uz) = 0 & cause de la linéarité de L et
parce que uq et us sont des solutions de Lu = 0.

b) Nous avons que Lu; = f(x,y,...) et que Lus = f(x,y,...). Conséquemment L(us —u1) = Lug — Luy =
flz,y,...)— f(z,y,...) = 0. Nous avons donc que us — u1 est une solution de Lu = 0. o

Exercice 1.1
Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer son ordre, si elle est linéaire ou non,
si elle est linéaire homogene ou non.

) &—F @_ . b) @ 2_|_ @ =1 ) @_FQﬂ_F@_O.
Y e xay_y’ Ox b oy) R 0x20y? oyt

Pu ,Pu Pu_ oo (P9 (2 ) = e
Ox2 oxdy Oy ’ Ox2 Ox -
Exercice 1.2

Vérifier que les fonctions u(x,y) = 22 — y? et u(x,y) = e* sin(y) sont bien des solutions de I'’équation

d)

%u  O%u
5 t+t53 =0
Or dy
Exercice 1.3
Déterminer la solution générale de
0%u
87y2+u:0 ot u = u(z,y).
Exercice 1.4
Déterminer la solution générale de
u 0%u
— —— =0 ouwu=u(x,
02 o (z,y)

en utilisant les nouvelles coordonnées: £ =x +yet n=x —y.

Exercice 1.5
Montrer en utilisant la regle de chaines que ’équation de la chaleur

ou u  0%u

— =k + —

ot 0x2  0y?
exprimée en coordonnées polaires: 7 = \/x2 + y2, § = arctan(y/x) est

ou (82u 1 0% 10u
Uk
ot

572 +r2802+r8r> ou u = u(z,y,t) =u(r,0,t).



CHAPITRE 2

Les équations linéaires d’ordre 1.

Dans ce chapitre, nous allons débuter notre étude en considérant les EDP linéaires d’ordre 1. Nous allons
restreindre notre discussion aux équations linéaires n’ayant que deux variables indépendantes, c’est-a-dire
aux équations de la forme

ou ou
A%+B@+0u:D (éq. [1])
pour lesquelles A, B, C et D sont des fonctions de x et y continiment différentiables sur le domaine D. La
méthode exposée pour résoudre ces équations sera la méthode des courbes caractéristiques. Cette méthode
peut aussi étre adaptée au cas des EDP linéaires d’ordre 1 ayant plus de deux variables indépendantes.
Ces équations apparaissent naturellement dans certains modeles. Mais elles peuvent aussi provenir
d’approximations d’équations d’ordre supérieur. Par exemple, ’équation d’onde unidirectionnelle

ou n ou 0
ot " ‘oz
est une approximation de ’équation de diffusion
ou ou . 1_0%u
ety opZ >
ot Oxr 2 Ox?

lorsque le coefficient de diffusion D est presque nul.

Il est aussi possible dans certains cas de remplacer une EDP d’ordre supérieur par un systeme d’équations
d’ordre 1. Ceci est une autre situation dans laquelle des équations d’ordre 1 apparaissent naturellement.
Nous allons illustrer ceci dans deux exemples. Considérons premierement 1’équation d’onde

Pu 0%

Nous pouvons la récrire sous la forme suivante
Fu_ Lot (0 0N(0_ Y. _,
ot? 0z2  \ot ox)\ot ox)

Noter que, dans ce qui précede, nous supposons que les dérivées partielles de u d’ordre m < 2 sont continues
sur D et ceci a comme conséquence que

Pu %
oxdt — Otdx’
L’équation [2] est donc équivalente au systéme d’EDP linéaires d’ordre 1 suivant
ou  Ou .
E — C% = V;
ov  Ov
a + c% =0.

Nous pouvons déterminer v a partir de la deuxieme équation et ensuite résoudre la premiere équation en y
substituant v.
Comme deuxieme exemple, nous pouvons considérer I’équation de Laplace

0%u  O%u ,
@4'@ =0 (éq. [3])
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et tenter de procéder comme ci-dessus. Nous pouvons récrire cette équation sous la forme suivante

0%u  0%u g .0 o .0 .
a*ay<a*ay>(aay)° Loni=v=)

en supposant comme ci-dessus que les dérivées partielles de v d’ordre m < 2 sont continues sur D. L’inconvé -
nient avec cette fagon de faire est que nous obtenons un systeme d’EDP dans lequel le nombre complexe
i apparait et qu’en général, nous voulons plutdt obtenir des solutions u réelles a 1’équation [3]. Il y a une
autre fagon de réduire I’équation [3] ci-dessus. Posons

ou ou
= = w.

== t  — =
Ox ¢ oy

v

Alors & cause de notre hypothese sur la continuité des dérivées partielles d’ordre 2, nous avons 1’égalité des
dérivées partielles mixtes et nous obtenons

Ow 0%u u v ow  O%*u 9%u Ov

9r Ozdy owor oy U By o2 02 o

Nous obtenons ainsi que v et w satisfont le systeme d’EDP suivant

ow v
dr oy’
ow v
oy o

Ces deux équations sont bien connus dans la théorie des variables complexes. Ce sont les équations de
Cauchy-Riemann. Il faut résoudre simultanément ces deux équations pour déterminer v et w. Ensuite il
nous faut considérer le systeme

ou
or
ou

87y—w.

Noter qu’il n’est pas toujours possible d’associer un systeme d’EDP linéaires d’ordre 1 a une EDP
d’ordre supérieur.

Avant de décrire la méthode des courbes caractéristiques, nous allons préalablement rappeler les notions
de courbe paramétrée dans le domaine ouvert D C R? et de dérivée directionnelle d’une fonction de deux
variables dans une direction d. Ces deux notions seront essentielles pour le reste de ce chapitre.

Une courbe C paramétrée est I'image d’une fonction v : I — D d’un intervalle ouvert I de R vers le
domaine ouvert D de R? définie par s — 7(s) = (z(s),y(s)) pour tout s € I et on dit alors que v est
une paramétrisation de C. Dans ce qui suit, nous supposerons que les fonctions s — z(s) et s — y(s) sont
contintiment dérivables sur I. Dans cette situation, le vecteur v'(sg) = (2'(s0), %' (s0)) est un vecteur tangent
a la courbe C au point (z(so), y(s0))-

Nous avons tracé une courbe a la figure [1]. C’est une partie d’une ellipse et 7 :]0, 7[— R? définie par
s — (cos(s),2sin(s)) est une paramétrisation. Le vecteur 7/(7/6) = (—1/2,1/3) est tangent & cette courbe
au point y(7/6) = (v/3/2, 1). Nous avons aussi tracé ce vecteur.
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g'(p/6)

-1 0 1

Figure [1]

Soient f(x,y), une fonction définie sur le domaine D, (xg,yo) € D et d= (d1,ds), une direction, c’est-
a-dire que d est un vecteur non-nul de R2. Alors la dérivée directionnelle de f au point (zg,%o) dans la
direction d est

f'((x0,0);d) = lim

t—0

td td) —
(f(:co +td, Yo th 2) = flao, yo)) (si cette limite existe).
(N.B: Nous ne supposons pas que la longueur ||d|| = \/d? + d2 de d est 1.) Si les dérivées partielles de f
sont continues sur D, alors il est possible de démontrer que

- of of
! ,9%0);d) = = dy + =
' ((zo, y0); d) Oz l(zo,y0) ! y

(z0,Y0)

Ici V f | (o0.30) dénote le gradient de f au point (xg,yo), c’est-a-dire que
of

vf‘(ﬂ:o»?ﬂl) - (&T (aro,yo)> )

Dans I’équation [4], §f|(%7yo) -d désigne le produit scalaire de §f|($o,yo) et de d.

of
(z0,y0) OY

Revenons maintenant a la méthode des courbes caractéristiques. Dans cette méthode, il faut in-
terpréter I’équation [1] au moyen des notions de dérivée directionnelle et de vecteur tangent & une courbe.
Cette méthode sera utilisée pour résoudre des problemes avec valeur initiale, c’est-a-dire qu’en plus de
I’EDP, nous exigeons que les solutions recherchées satisfassent & une condition initiale. Nous interpréterons
géométriquement les solutions obtenues.

Avant d’exposer les différentes étapes de la méthode, nous allons premiérement illustrer celles-ci dans
un exemple simple. Etudions le probléeme a valeur initiale suivant

ou ou

5 + o = 0, avec wu(z,0)=F(z), VreR,



ou F(z) est une fonction réelle donnée et ¢ est une constante réelle donnée. Nous voulons déterminer toutes
les solutions u = u(z, t) qui satisfont & 'EDP et a la condition initiale u(x,0) = F(x). Nous disons ici initiale
parce que cette condition correspond a fixer les valeurs de u pour ¢ = 0.

Considérons toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation v : R — R? définie par s —
(x(s),t(s)) pour tout s € R et dont le vecteur tangent v'(s) = (2(s),t'(s)) au point y(s) = (x(s),t(s)) est
(¢, 1) pour tout s € R. Dans ce qui précede, ( )’ est la dérivée par rapport & s. Les fonctions x(s) et t(s)
satisfont aux deux équations différentielles ordinaires

dt 1 . dx
— = e — =c

ds ds

Si nous fixons ¢(0) = tg et x(0) = xg, il y a une et une seule solution a ce systéme d’équations différentielles,

a savoir t(s) = s+ tg et x(s) = ¢s + xp pour tout s € R. Ces deux équations peuvent étre résolues par
séparation de variables. Par exemple,

dt
d—zl = /dt:/ds = t=s+k ouk est une constante.
s
Comme t(0) = tg, nous obtenons que t(s) = s + to pour tout s € R. Nous obtenons que z(s) = cs + xg de
fagon similaire. Ces courbes v : s — (z(s),t(s)) sont ici des droites.

Si maintenant nous considérons les valeurs u(s) = u(t(s), z(s)) d’une solution u sur ces courbes, alors
nous obtenons par la régle de chaines que

du_oudt  oudr _ou | ou_
ds  Otds Oxds Ot caz_ '

Noter que I’équation

Ou  Ou 0
ot on

signifie que la dérivée directionnelle de u = u(z,t) dans la direction du vecteur tangent (2/(s),¢'(s)) = (¢, 1)
est nulle pour tout point (z(s),t(s)) avec s € R. Parce que u/(s) = 0, nous avons que u est constante par
rapport & s. Noter ici que u est constante sur les courbes s — (x(s),t(s)) = (¢s + xo,s + tg) avec s € R.
Notons cette constante par ug. Nous avons donc que

r=cs+x9, t=5+1ty, U=ug.

Chacune des courbes dans R? donnée par la paramétrisation s — (z,t,u) = (¢s + xg, s + to, ug) avec s € R
est ce qu’on appellera une courbe caractéristique.

Nous n’avons pas encore tenu compte de la condition initiale. De plus nous n’avons pas pour l'instant
décrit u en fonction de z et ¢, mais plutdt en fonction de s. Les valeurs initiales possibles (zg, to, ug) peuvent
aussi étre paramétrisées par une courbe de valeurs initiales: z¢ = 7,9 = 0,ug = F(7) avec 7 € R. Donc si
nous décrivons x, t,u en fonction de s et 7, nous obtenons

x(s,7)=cs+71, t(s,7)=3s, wu(s,7)=F(1).

11 est possible de visualiser ces derniéres équations en concevant les points (z,¢,u) comme étant sur
une surface paramétrée par (s,7) — (z(s,7),t(s,7),u(s,7)). Ceci est illustré a la figure [2] dans le cas ol
Flx)=1-2%¢=1,0<s<let0<7<1.
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Figure [2]

Ainsi étant donné (s, 7), nous obtenons un point (x,t,u) sur cette surface en utilisant z = cs+7,¢t =s
et w = F(7). Mais ici il est facile de vérifier que des coordonnées x et ¢ d’un point de cette surface, nous
pouvons déterminer les coordonnées s et 7 correspondantes, a savoir s =t et 7T = x —cs = x — ct. En
substituant ces valeurs dans l’expression pour u, nous obtenons que u = F(7) = F(z — ¢t) comme fonction
de x et 7. C’est la solution recherchée au probleme. Il est facile de vérifier que nous avons ainsi une solution
du probleme. En effet,

N ) Fe - 0 _ gy Ou | Ou o B o — of) =
at—( c) Fllex —ct) et 8x—F(x ct) = 8t+caa:_( o) Fllz —ct)+c F'(x —ct) =0

montre que 'EDP est satisfaite et u(x,0) = F(z — ¢(0)) = F(x) montre que la condition initiale est aussi
vérifiée.

Dans cette solution wu(z,t) = F(xz — ct), nous voyons que linformation initiale u(z,0) = F(x) est
transmise le long des courbes caractéristiques, c’est-a-dire que u(z,t) est constant pour tous les points (z, t)
tels que = — ct est une constante. Ici les courbes caractéristiques sont de la forme z — ¢t = k ou k une
constante. Nous avons illustré ceci a la figure [3].
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u(x, 0) = F(x)
[N -
I ~
b S ~ ~ ~
X-ct=k
t Figure [3]
Cette figure illustre aussi pourquoi 'EDP
ou n ou 0
et
ot 0

est appelé I’équation d’onde unidirectionnelle. Nous voyons bien la propagation de ’onde.
Décrivons maintenant la méthode générale des courbes caractéristiques pour résoudre le probleme a
valeur initiale suivant:

A@ + B% +Cu=D avec u(X(r),Y(r)=F(r), Vrel,
Or dy
ou A, B,C, D sont des fonctions contintiment différentiables de x et y; u = u(z,y) est & déterminer, I est un
intervalle et X (7), Y(7) et F(7) sont des fonctions continiment différentiables de 7 € I données.

Nous supposerons au départ que (A(z,y), B(z,y)) # (0,0) pour tout point (z,y) € D. Considérons
toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation v : R — R? définie par s — (x(s),y(s)) pour
tout s € R et dont le vecteur tangent v'(s) = (2'(s),y'(s)) est (A(x(s),y(s)), B(z(s),y(s)) au point v(s) =
(x(s),y(s)) pour tout s € R. Ici ()" désigne la dérivée par rapport & s. Nous obtenons ainsi un systéme de
deux équations différentielles ordinaires

% = A(z,y) et Z—Z = B(z,y). (éq. [5])

Si nous fixons x(0) = zg et y(0) = yo, il y a alors une et une seule solution & ce systéme d’équations
différentielles ordinaires, & cause de ’hypothese que (A(z,y), B(x,y)) # (0,0) pour tout point (x,y) € D.
Noter qu’il est en général difficile de résoudre explicitement un tel systéeme.

Si maintenant nous considérons les valeurs u(s) = u(x(s),y(s)) d’une solution u sur ces courbes, alors
nous obtenons par la régle de chaines que

du Oudx Ou @

ds  Ords ' Oyds

8” ou
= A(xz(s),y(s)) — + B(z(s),y(s)) —
(@) () 75 (@(s)9(5) (o)1) ACIORTON

= —C(x(s),y(s)) u(z(s),y(s)) + D(x(s), y(s))
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Noter que ’équation
ou ou
A—+B—=—-Cu+D
ox + dy vt

nous permet de conclure que la dérivée directionnelle de v = u(x,y) dans la direction du vecteur tangent
v'(s) au point v(s) est —C(z(s),y(s)) u(z(s),y(s)) + D(z(s),y(s)). L’équation

Z—Z = —C(x(s),y(s)) u(z(s),y(s)) + D(x(s), y(s)) (éq. [6])

est une équation différentielle ordinaire dont u(s) est une solution. Les fonctions x(s), y(s) sont déterminées
par les équations [5]. Si nous fixons u(0) = wug, alors I’équation [6] a une et une seule solution u(s). Les
courbes dans R? données par les paramétrisations s +— (x(s), y(s),u(s)) sont les courbes caractéristiques.

Pour chaque point (zg,yo,uo), il y a une seule courbe caractéristique s — (z(s),y(s),u(s)) pas-
sant par ce point (xg,yo,ug) & s = 0. Pour chaque 7 € I, nous aurons une courbe caractéristique
s — (x(s,7),y(s,7),u(s, 7)) en prenant ci-dessus zop = X(7), yo = Y(7) et ugp = F(7) et telle que
(x(0,7),y(0,7),u(0,7)) = (X(7),Y(r), F(7)) pour tout 7 € I.

Nous obtenons ainsi une paramétrisation d’une surface (s,7) — (z(s,7),y(s,7),u(s, 7)) dans lespace
des (x,y,u) contenant la courbe C des valeurs initiales 7 — (X (7),Y (1), F(7)), ainsi que toutes les courbes
caractéristiques s — (z(s,7),y(s,7),u(s,7)). Nous avons illustré ceci a la figure [4].

Courbes caractéristiques

Courbe des valeurs
initiales (X(t), Y(t), F(t)) (x(s, 1), y(s, 1), u(s, 1))

/ Figure [4]

Nous supposerons aussi que le jacobien

Owy) _|ge gr|_ (9= (9y) _ (0= (99
s, 1) | 9s) \or or) \9s
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pour les points (s, 7) = (0,7) avec 7 € I, alors il est possible d’écrire s et 7 comme des fonctions s = s(z, y) et
7 = 7(x, y) contintiment différentiables de x et y.Ceci est une conséquence du théoréme des fonctions inverses.
En d’autres mots, la fonction (s, 7) — (z(s,7),y(s,7)) a une fonction inverse (z,y) — (s(z,y),7(z,y)) dans
un voisinage de (s,7) = (0,7). En substituant ces expressions pour s et 7 dans u(s,7), nous obtenons
u = u(z,y) comme fonction de = et y. Cette fonction satisfait I'EDP

ou Ju

En effet, nous avons que pour tout 7 € I, x(s,7) et y(s,7) sont des solutions des équations [5] et alors

or oy

= Ala(s, ), y(s,7)) et o=

= B(x(s,7),y(s,7)).

De plus, u comme fonction de s satisfait I’équation [6] pour chaque 7. Ainsi

% — —C(a(s,7),y(5,7)) u+ D(a(s,7),y(s,7)).

En utilisant ce qui précede et la régle de chaines, nous avons

ou ou dr  Ou Ay
— = —+ = —= =—C(z(s,7),y(s, 7)) u+ D(z(s,7),y(s,T)).
ds — 9rl(a(s.r)w(sm) 05 | Oy l(a(s,m)y(sir)) Os (2(s,7), y(s,7) (@(s:7),y(s:7))
Donc 5 )
u u
o Az (s,7),y(s, 7)) + o~ B(x(s,7),y(s, T
e A D + 5 B, uts)

est égale a
—C(l‘(S,T),y(S,T)) u(l‘(S,T),y(S,T)) —I-D(LL'(SJ'),y(S,T)).

La condition initiale est aussi vérifiée. En effet, X (7) = z(0,7), Y(7) = y(0,7) et uw(z(0,7),y(0,7)) =
w(X(7),Y(r)) = F(7) pour tout 7 € I.

Nous avons fait deux hypotheses dans notre description de la méthode des courbes caractéristiques.
La premiére est que le vecteur (A(z,y), B(z,y)) # (0,0) sur le domaine D. Dans le cas ou il y aurait un
point (zg, yo) € D tel que (A(zo,yo), B(zo,y0)) = (0,0), alors les équations [5] n’ont pas nécessairement une
solution unique. Il peut y avoir plusieurs solutions ou encore une solution qui approche le point (zg,y0) en
faisant une spirale autour de ce point. Nous ne traiterons pas de ce type de difficultés dans ces notes. Une
seconde hypotheése que nous avons fait est que le jacobien

‘=N R GIOROIG
(s, T) % % Os or or 0s
doit étre non-nul pour les points (s, 7) = (0,7) avec T € I. Si ce jacobien s’annule pour un (0, 79), alors nous
ne pouvons pas nécessairement écrire s et 7 comme des fonctions de x et y. Dans ce cas, la méthode ne
fonctionne pas nécessairement. De plus, il arrive dans certains de ces cas qu’il n’y ait pas de solution. Nous
ne traiterons pas plus en détails ce type de difficultés.
Pour terminer ce chapitre, nous allons maintenant décrire la solution de d’Alembert (philosophe, écrivain

et mathématicien frangais, Paris 1717 - id., 1783) a I’équation d’onde dans le cas d’une corde vibrante. Le
probléme est le suivant. Il faut déterminer la fonction u(z,t) telle que

2 2
0w 207 pvec u(s,0) = f(z) et %(I,O) = g().

o2~ a2

Ici ¢ est un nombre réel positif (¢ > 0) donné, f(z) et g(x) sont des fonctions données. Physiquement wu(z, t)
est le déplacement vertical d’une corde vibrante au point x de cette corde au temps t. Nous supposons que
la corde est suffisamment longue pour que les extrémités n’interferent pas pendant I'intervalle de temps pour
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lequel nous considérons u. f(z) est le déplacement initial de la corde et g(x) est la vitesse (verticale) initiale.
Comme nous ’avons vu, nous pouvons récrire 'EDP

Pu 0%

Fro c Frcie 0
sous la forme du systéme [1]
ou _ ou_
oo (syst. [1])
5% + Con = 0

Nous allons donc premierement déterminer v en tenant compte des conditions initiales. At = 0, nous
obtenons de la premiere équation du systeme [1] que

o, 0) = P2(w,0) — 0 (2,0 = g(x) ~ cf (x),

car
ou ou

@0 =gl@) et u@,0)=f@) = (2,0 =f().

Ainsi la fonction v(z,t) sera une solution du probléme & valeur initiale suivant

Ov v
— 4+c—=0 avec v(z,0) =gx)—cf(z).
oo (2,0) = g(x) ~ ef ()
Comme nous l'avons vu précédemment la solution de ce probleme est v(x,t) = g(x — ct) — cf'(z — ct).
Maintenant il nous faut considérer la premiere équation du systeme [1] avec la solution v(z,t) ci-dessus.
Nous obtenons le nouveau probleme a valeur initiale suivant

ou ou

— —c—=glz—ct)—cf(x—ct) avec u(z,0)=f(z).

= o = gla—ct) — ef (v = et) (,0) = f(2)
Nous devons premierement déterminer les courbes caractéristiques. Il nous faut donc considérer les équations
différentielles ordinaires

dx at 1 du

=0 =L o= 9(ls) —cls) - ef (x(s) - et(s))-

De plus la courbe des valeurs initiales est 7 — (X (7),T(7),u(X(7),T(7)) = (7,0, f(7)). De ceci, nous
obtenons z(s,7) = —cs + 7, t(s,T) = s, ainsi que

d S

d—u:g(—CS+T—CS)—Cf/(—CS—FT—CS) = u(s,T)= (/ g(—2cw+7)—cf'(-2cw+T) dw)—i—f(r).
s 0

En considérant la substitution A = —2¢ w 4 7 dans cette intégrale et parce que d\ = —2¢ dw, nous obtenons

—2c

uls,7) = ( 5/ - cf’(A)dA) +f().

11 est facile de vérifier que s =t et 7 = x+c¢s = z+ct. En substituant ceci dans I’expression pour w ci-dessus,
nous obtenons que

(o, 1) = (1 /:_Ctg(/\) - cf’(A)dA) b f(atet) = (210 /:mg(x) - cf’(A)dA) + f(x + cb).

=2¢ Jpter —ct
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Nous pouvons intégrer f'(X\) par rapport & A. Conséquemment

(o, 1) = <21C /ﬂ::tg()\)d)\> - %(f(fr tet) ~ flz—ct)) + flo+et).

Finalement nous obtenons comme solution

u(a,t) = (

1 x+ct
2¢ /xfct

Ceci est la solution obtenue par d’Alembert.
Par exemple, si le déplacement initial et la vitesse initiale sont respectivement

)=

alors le déplacement vertical u sera

u(z,t)

ou A, B, C, D, E et F sont les régions représentés dans la figure [5]. Nous avons ainsi deux ondes: I'une se

si0<z<m;
sinon;

sin(x),

t,
0, ©

%(f(m—i— o) + f(x — ct))
0,
sin(z + ct)

2 I

sin(z + c¢t) + sin(z — ct)
2 9

déplagant vers la droite et 'autre vers la gauche.

g()

0,

g(/\)d/\) + %(f(a: +ct) + f(z — ct)).

vV,

si (z,t) € A;

si (x,t) € B;

si (z,t) € C;

si (x,t) € D;

si (z,t) € E;

si (x,t) € F;

Figure [5]
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Exercice 2.1

Montrer que 'EDP
Pu 0% ou
— === +22—=0
oz~ “ a2 TV

0 0 0 0 ou

ot u = u(z,t). Conclure de ceci que cette EDP est équivalente au systéme

peut s’écrire sous la forme

ou Ju
— —c— =v—2\uy;
ot Cox U0
v Ov Ju
— +c— —2cA— =0.
ot " or " *or 0
Exercice 2.2
Résoudre le probleme & valeur initiale suivant
ou ou
s + o +lu=0 avec wu(z,0)=f(z),

ol A > 0, f(x) est une fonction donnée et u = u(z,t).

Exercice 2.3

Considérer la solution de d’Alembert de 1’équation d’onde pour le déplacement initial f(x) et la vitesse
initiale g(x) suivants:

a) f(z) =z et g(x) = 0; b) f(z) =0 et g(x) = x; ¢) f(z) =sin(z) et g(x) = —ccos(z);

d) f(x) = sin(z) et g(x) = ccos(x).

Exercice 2.4

Résoudre le probleme a valeur initiale suivant

@4_ x@_
ot € dr

0 avec wu(z,0)==x
ou u = u(x,t).
Exercice 2.5(t)
Considérer 'EDP linéaire non-homogene
0%u 0%u
o o = F)

ol ¢ est un nombre réel positif, F(x,t) est une fonction donnée et u = u(x,t).
a) Montrer que cette EDP est équivalente au systéme

ou _ ou_
ot ‘ox U
Ov ov
L R
o + o (z,t)

b) Déterminer la solution du probléme a valeur initiale

0? 0? 0
Y22t F(xz,t) avec wu(z,0)=f(z) et —u(a:,O) = g(z)

o2~ o2 ot

en procédant comme nous l’avons fait en décrivant la solution de d’Alembert pour ’équation d’onde. Ici
f(x) et g(x) sont données.
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CHAPITRE 3
Un peu d’ordre maintenant.

Apres avoir fait nos premiers pas dans la théorie, nous décrirons dans ce chapitre comment classifier
toutes les EDP linéaires d’ordre 2. Nous aurons trois types d’EDP: hyperboliques, paraboliques et elliptiques.
Ensuite nous décrirons la forme canonique obtenue apres un changement de coordonnées pour chacun de ces
types ’EDP. L’équation [2] du premier chapitre décrit la forme générale de ces équations avec n variables
indépendantes. Au départ, nous nous restreindrons au cas ou n = 2. Ainsi les EDP que nous considérerons
initialement seront de la forme suivante:

0%y 9? 9%u ou ou

@+Bm+08—y2+D%+E6fy+FUZG (éq. [1])

A
et A, B, C, D, E, F et G sont des fonctions de = et de y qui ne s’annulent pas simultanément. Nous
supposerons aussi que u, A, B, C, D, E, F et G ont toutes au moins des dérivées partielles d’ordre m < 2
continues sur un domaine D du plan z,y.

L’équation [1] est dite hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point (zg,yo) € D
si et seulement si (B(zo,y0))? — 4A(x0,y0) C(xo,y0) est positif (respectivement nul, négatif). Si une EDP
est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) pour tous les points (g, yo) du domaine D, on dit
alors qu’elle est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) sur D.

Pour I'équation

5, 0%u 0%u 20%u
* 022 _xyazay ty Y2

nous avons alors A(z,y) = 22, B(z,y) = —xy, C(x,y) = y? et B? —4AC = (—zy)? — 4(2?) (y?) = —32%y%
Donc si g = 0 ou yo = 0, cette EDP est parabolique au point (zg,yo); sinon elle est elliptique au point
(0, ¥o).-

Il est important d’observer que cette classification est préservée par tout changement de coordonnées.
Ceci indique que notre critere est valable. 11 est clair que la forme d'une EDP est modifiée par un changement
de coordonnées, mais que nous pouvons relier les solutions de 1’équation avant le changement de coordonnées
avec les solutions apres celui-ci. Ainsi nous n’obtenons pas vraiment une nouvelle équation. Expliquons
pourquoi notre classification est préservée par tout changement de coordonnées. Plus précisément, soient
& = &(x,y), n = n(x,y), deux nouvelles variables qui sont des fonctions de = et y ayant au moins leurs
dérivées partielles d’ordre m < 2 continues sur le domaine D et telles que le déterminant

e”,

98 0¢

so BB () (o) () ()
on  On Oz Oy Oy Oz
Jdr Oy

n’est jamais nul sur le domaine D. Alors nous obtenons une nouvelle équation [2] en utilisant ces nou-
velles variables (£, 1) et celle-ci est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point (o, 70) =
(&(xo,Y0),m(z0,y0)) si et seulement 1’équation [1] est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique)
au point (zg,yo). Nous allons maintenant vérifier ceci.

En utilisant la regle de chaines, nous avons

2 (- 5-E-EE)
- () (3 () () () (8- () (49 (8) ()
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s~ (32) () () Gan) [(52) (3)+ (5) ()] (55) (3) ()
( ><8x8y) (a affay)
7 (2 () (28 () (3)- () (3~ () (3)- () (39

En substituant ces dérivées partielles dans I’équation [1], nous obtenons

2
wPu p Pu @w/‘lwiw e (¢q. [2)

oe? €D dE
% 2
<5y> ’

=a(g) () ()
w2 () () o |(3) (5) + (5) (&) =
=G w2 (5) () +o(5)
o4 (5) o (o) o (52) 2 (5) 2 (5)
(

0%y 2n 0%n on on
[ P
E_A<<9x2)+B x5y>+0(0y2>+D<3 )+E(8y>’

F'=FetG =0G.

Nous obtenons alors que (B’)? — 4A’C" = J?(B? — 4AC). Parce que J # 0 sur le domaine D, nous
avons que (B’)2 — 4A'C’ > 0 (respectivement = 0, < 0) si et seulement si (B? — 4AC) > 0 (respectivement
=0, < 0). Ceci termine la preuve que la classification des équations en EDP hyperboliques, paraboliques ou
elliptiques est invariante sous des changements de coordonnées.

En utilisant ce qui préceéde, nous pouvons maintenant nous demander 8’il existe des coordonnées (£,7)
telles que A’ = 0 ou C’ = 0. Le but ultime de ceci est de déterminer une forme canonique d’une EDP
comme dans 1’équation [1]. Nous pouvons tenter de déterminer un tel changement de coordonnées. Ainsi

nous voulons que
¢\’ €\ (% 2\’
/ = _— —_— =
w=a(g) e (3) (5) () -
o a0 () () 4o () 2
N Oz dx ) \ Oy oy)
Ces deux équations sont de la méme forme
% ¢\ (96 9%
a(5) +2(5) (5) < (5) -0

avec ( = £ ou 1. Nous supposerons dans ce qui suit que

ou

(2) @)

ou encore

¢
7"
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pour les points de notre domaine D. En divisant les deux cotés de cette derniere équation par
ac 2
dy) "’
9¢ ac\1” a¢ ac - ,
A[(%)/(@,” +BK3£ oy +C=0. (éq. [3])

nous aurons

Rappelons que si f est une fonction continue de x et y ayant des dérivées partielles continues sur le
domaine D et que nous considérons la courbe de niveau C, = {(z,y) € D | f(z,y) = v}, alors la pente de la
tangente 3’ en un point de cette courbe est

-2 (/%)

En effet, si nous dérivons par rapport a = les deux c6tés de I’équation f(z,y) = v définissant la courbe C,,
nous obtenons au moyen de la regle de chaines

dfay) _dv) _, _ 0f  Ofdy _

_ of | of dy _ (91N /(21f
dx dx 8x+8yda:_0 i (633)/(83/)

Nous avons illustré ceci a la figure [1] pour la courbe de niveau f(z,y) = 42 + y? = 4. Dans ce cas,

aof _
dr

8z, % =2y et y =—(8x)/(2y).

Ainsi une équation de la droite tangente & la courbe de niveau passant par le point (v/3/2,1) est (y — 1) =

—2v3 (z — v/3/2).
Ay

4 -

Courbe de
niveau

TN

Droite tangente

Figure [1]
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Conséquemment si nous considérons la courbe de niveau C, = {(z,y) € D | {(z,y) = v}, alors la pente
de la tangente y’ & cette courbe de niveau v satisfait 1’équation

dy 2 dy _
A(dx) —B(CM:)—FC—O

oy (94N /(9C
L Ox oy )’
dans I’équation [3]. Nous obtenons ainsi deux équations différentielles ordinaires:

dy _B+VB?-TAC  dy _B-VB?-1AC
de 24 oA 24 '

en utilisant la substitution

Celles-ci sont appelées les équations caractéristiques. En trouvant les solutions de ces deux équations, nous
aurons les deux courbes caractéristiques (i (z,y) = constante et (3(z,y) = constante. En posant £(z,y) =
C1(z,y) et n(z,y) = (2(x,y), nous aurons un bon changement de coordonnées qui simplifiera 1'équation [1].
Dans la discussion qui précede, j’ai escamoté certaines difficultés. Par exemple, si B? — 4AC = 0, nous
n’aurons pas deux équations caractéristiques, mais seulement une seule, nous pallierons & ceci plus tard. De
méme, si B2 —4AC < 0, le radical n’est pas réel et il faut modifier notre processus.

Nous allons pour Iinstant poursuivre en ne considérant que le cas hyperbolique (i.e. B2 —4AC > 0 sur
le domaine D), nous aurons bien deux nouvelles coordonnées (£,7) dites coordonnées caractéristiques. Apres
ce changement de coordonnées, nous aurons une équation [2] pour laquelle A’ = C’ = 0 et nous obtenons
apres avoir divisé les deux cotés par B’ une EDP de la forme

0%u L, ou

Ou
D st E”i F// — //. 4 . 4
850n+ 5£+ 577+ u=_G (éq. [4])

Noter que B’ # 0, parce que I’équation est hyperbolique. Cette équation [4] est la premiére forme canonique
d’une EDP hyperbolique sur un domaine D. Il existe aussi une seconde forme canonique pour une EDP
hyperbolique. Pour l'obtenir, il suffit de considérer les coordonnées («, 3) définies par a =&+ 1, =& — 1.
Apres ce nouveau changement de coordonnées, I’'EDP est transformée en une équation de la forme

0%u  O%u ou ou .
a7~ o T Dig tElgy + Flu=Gi. (éq. [5])

En effet, nous obtenons par la régle de chaines que

ou Ou Ou Ju Ou Ou

% 00 0p 1 0 5
Pu_ 0 (du 0w\, 0 (u_du)_0u_u
0t0n  Oa \da 0B 0B \da 08 0a?2  0p2°
En substituant ceci dans I’équation [4], nous obtenons I’équation [5].
Tllustrons comment obtenir I’équation canonique dans le cas de P'EDP linéaire d’ordre 2 suivante:

et

0%u 0%u
2 2 .
— —a°— =0. éq. [6
Vo TV o (éq. [6])
Parce que B? —4AC = 02 — 4 (y?) (—2?) = 4 2%y? > 0, nous obtenons facilement qu’aux points (zg, yo)
pour lesquels o = 0 ou yo = 0, 'EDP est parabolique; alors qu’aux points (zg, yo) pour lesquels xg # 0 et
yo # 0, PEDP est hyperbolique. Considérons un domaine D pour lequel PTEDP est hyperbolique a tous ses
points. A ces points, les équations caractéristiques sont

dy 04 /4x?y? ot dy 00— y/4x?y?
&9 s & _ T VI

dx 2y

dx 212

22



c’est-a-dire ¢y = (z/y) et v’ = —(x/y). En utilisant la méthode de séparation de variables, nous obtenons

2 2

dy = Y z2 dy x Y x ,
dr gy I R 2 y T
oll ¢,c¢ sont des constantes. Ainsi les deux courbes caractéristiques sont ¢i(x,y) = (y? — 22?)/2 = c et
Co(z,y) = (y* + 22)/2 = /. Les coordonnées caractéristiques sont &(z,y) = (y? — 22)/2 et n(z,y) =
(y?+2?%)/2. En utilisant ce changement de coordonnées, la régle de chaines et en observant que 2 = —¢ +1
et y? = £+ 1, alors 'EDP [6] est transformée et nous obtenons la nouvelle équation
0%u n ou 13 ou ,
5€0r — 3 (&2 2<5>—222 ) (éa. [7])
§om 2 (&2 —n?) \0¢ (&2 =n?) \on

En effet, par la régle de chaines, nous obtenons

ou ou ou ou ou

or = "o oy oy "o Y

Pu_ 0 (O o) a0ty oPu v o
0z2 Oz o0& 0 0&2 0&0n on? ¢
a2 oy \Yae "oy =y 852 2" aga a 2 "9 Ty
et finalement e o 3 5
20U 20U U 2 _ 29"
82u+(x +y?) du (y2—m2)@:0 N Pu n du 3 du
o6on  4Ax?y? 06 4a?y? On oo 2(2-n?) \o¢) 282 —-n*) \on)’

L’équation [7] est la premiére forme canonique de 'EDP aux points pour lesquels celle-ci est hyper-
bolique. Si nous utilisons plutdt les coordonnées a =€+, =€ —n, alors £ = (a«+0)/2, n=(a—5)/2 et

I’EDP obtenue sera
@f@f 8u +1 Ou (6q. [8])
92 a2 23 \a3 ) ed:

Nous obtenons ceci par la regle de chaines car

Ou_Ou Ou Ou_Ou_Ou . OPu _Pu_ Ou
9% Oa 95 Oy da 08 deon 9o 95

Alors

Pu n ou 13 ou\  (a—p)/2 (Ou  Ou (a+B)/2 [Ou Ou
g6~ () 3@ (o)~ s e 98) e ()

) ()
da? 02 20 28 \08) "

Cette derniere équation est la seconde forme canonique de PEDP aux points pour lesquels celle-ci est
hyperbolique.

Nous allons maintenant discuter de ce qu’il faut faire dans les cas ou 1’équation est parabolique ou
elliptique. Pour chacun de ces cas, nous obtenons soit une seule équation caractéristique ou deux équations
caractéristiques complexes.
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Si notre EDP est parabolique sur le domaine D, alors B2 —4AC = 0 en tout point de D et nous obtenons
qu'une seule équation caractéristique y' = B/2A. Méme en procédant comme pour le cas hyperbolique,
nous n’obtiendrons qu’'une seule coordonnée caractéristique £(z,y). Pour obtenir la seconde coordonnée
caractéristique n(x,y), il suffit de prendre une fonction n(x,y) quelconque ayant au moins des dérivées
partielles d’ordre m < 2 continues sur le domaine D et telles que

98 ¢
on  On ox Jy Ay
dr Oy

sur D. Parce que B? — 4AC = 0 et que A’ = 0, nous avons que B = ¢ 21/ AC avec e = 1 ou —1,
2 2
A=A o)’ B (EV (Bt (EY (VAL e B) 2o
Or oz 8y Or dy

- (gi> <8x> oy Kgi) (ay) ! (gj) (axﬂ e <g§> <6y)

p (max + @gf/) (maz T @gz) —0

quelque soit la fonction n(x,y). Donc apreés ce changement de coordonnées, I’équation [1] sera transformée
en une EDP de la forme )
0%u ou ou
ity p g E’— +Flu=0@G"
on? ¢
Noter que C’ # 0, sinon 'EDP de départ serait d’ordre 1, mais ce n’est pas le cas. Apres avoir divisé les
deux cotés de cette derniere équation par C’, nous obtenons la forme canonique d’'une EDP parabolique

% +D”% _A'_E//i +F/I _ G//.

Tllustrons ceci dans un exemple. Soit

0%u 0%u 0%u  Ou ou
i —_- — 2— =0. 8q.
92 + 68:681/ + 98y2 p + 9y =0 (éq. [9])

Cette équation est linéaire d’ordre 2 et parce que B2—4AC = 62—4 (1) (9) = 0 pour tous les points de R?, elle
est parabolique sur R?. Nous n’avons qu’une seule équation caractéristique y’ = 6/2 = 3 et, en utilisant la
méthode de séparation de variables, nous obtenons comme solution de cette équation ¢; (z,y) = 3z —y = c ol
¢ est une constante. Nous avons donc pour I'instant qu’une seule coordonnée caractéristique &(z,y) = 3z —y.
Pour obtenir une seconde coordonnée caractéristique, nous avons beaucoup de choix. Pour cet exemple, nous
prendrons 7(x,y) = x. Cette fonction a bien des dérivées partielles d’ordre m < 2 continues et

o6 9¢
_ |0z dy|_|3 1| _
J = a o= ‘ 1 ol = 1#0
or Oy
pour tout point de R2?. En utilisant ce changement de coordonnées, la régle de chaines et en notant que
x =nety=—E+ 3n, Péquation [9] sera transformée et nous aurons
Ou _ou_Ou_,
o> 0¢ O

comme équation canonique.
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En effet, en utilisant la regle de chaines, nous obtenons

oxr o an’ oy 9 ox2 Oz

o€ 9

ou Bu ou  Ou ou  d*u 9 ([, 0u du\ 827u+6 0%y + 9%u
=%e2 T %%¢an T a2

Pu_ 0 (o) 0 Pu du_ow
0xdy Oz oc) o€ 0oy’ oy? 0e2
&_FG(()ZU +9@ 8u+28u_@_5%_87u_0 = &_5@4_%
Ox2 Oxdy oy2 Oz dy  On? o&  On o2 To¢  On’

Il nous faut maintenant discuter du cas elliptique. Si notre équation [1] est elliptique sur le domaine D,
alors ses deux équations caractéristiques sont a valeurs complexes (avec une partie imaginaire non-nulle) et
les solutions de ces équations sont conjuguées entre elles. Plus précisément, nous avons les courbes suivantes:
G(z,y) = ¢, Glx,y) = et G(z,y) = G(z,y), la conjuguée de ¢ (z,y). Sinous posons &(z,y) = (1(z,y)
et n(xz,y) = (2(x,y), ces variables ne prennent pas des valeurs réelles. La modification nécessaire est la
suivante. Les coordonnées caractéristiques dans le cas elliptique seront o = (£ +n)/2, 8 = (£ —n)/2i ou
i = v/—1. Ceci signifie que « est la partie réelle de ¢ et 3 est la partie imaginaire de £. Apres ce changement
de coordonnées, nous obtenons comme EDP

82u 82 ou ou
+D//f -|—E//f +F'u=aG".
862 op
Cette équation est la forme canonique de I’équation elliptique.
Illustrons ceci par un exemple. Considérons ’équation

0%u o 5 0%u —0

922 oy
Dans ce cas, B2 — 4AC = —42? < 0. Conséquemment cette équation est parabolique aux points (2o, yo)
ou xg = 0, sinon elle est elliptique. Sur un domaine pour lequel ’équation est elliptique, ses équations
caractéristiques sont 3’ = iz et y' = —ix. Les solutions seront (i(x,y) = y — (i/2)x? = c et (a(z,y) =

y+ (i/2)x® = . 1l est clair que les fonctions &(x,y) = y — (i/2)2? et n(x,y) = y + (i/2)2* prennent des
valeurs complexes et sont conjuguées I'une de 'autre. Les coordonnées caractéristiques sont a(x,y) = y et
B(z,y) = —2%/2. Apres ce changement de coordonnées, I’équation canonique sera

Fu Pu 1o
0a?  9p2 2808

En effet nous avons que

du  Ou  Ou _ Ou Pu D <_ 3u> 2 0%u  Ju Pu 0 <3u> _ 0%u

et

oz "898 By 0a’ 02 o a5) " 83 a3 9y Oy \da)  0a?
Donc
Pu G0 (P P\ w0 P 10w
0z ay2_ Oa? = 0p3? 86_ Oa? ag?‘ 2808

Dans ce qui précéde, nous avons décrit comment transformer une équation aux dérivées partielles
linéaires d’ordre 2 a deux variables en une équation canonique. Un processus similaire existe aussi pour
transformer une équation aux dérivées partielles linéaires d’ordre 2 ayant plus de deux variables sous une
forme canonique. Ce processus fait appel a des notions d’algebre linéaire plus avancées et nous ne le décrirons
pas dans ces notes de cours. Nous allons seulement qu’esquisser quelques-uns des éléments de ce processus.
L’équation [2] du chapitre 1 nous donne la forme générale d’une EDP linéaire d’ordre 2

n 82 )
2 A _ZB -+ Cu= (éq. [10))

i,j=1
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ou A;;, B;, C et D sont des fonctions des variables indépendantes 1,2, ..., %,. De plus, nous supposerons

que les solutlons recherchées u ont toutes leurs dérivées partielles

ou 9%u
et

Vi,j, 1<i,j<n

continues sur D et conséquemment que

0%u B 0%u
axiaxj o 8$J35E2

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que A;; = Aj;. Nous avons expliqué au premier
chapitre pourquoi nous pouvons faire cette hypothese. La classification de ces équations se ramene a ’étude
des valeurs propres de la matrice symétrique

All A12 e Aln
A21 A22 e A2n
Anl An2 o Ann

Il est bien connu que les valeurs propres d’une matrice symétrique ayant des entrées réelles sont réelles. On
dit alors que 'EDP est elliptique si toutes les valeurs propres de A sont soit positives (> 0), soit négatives
(< 0). On dit qu’elle est hyperbolique si une des valeurs propres est soit positive (> 0), soit négative (< 0)
et toutes les autres valeurs propres sont du signe opposé. On dit qu'une EDP est parabolique si au moins
une des valeurs propres est nulle. Si n > 4, cette liste n’est pas exhaustive. Il est possible d’avoir des EDP
pour lesquelles la matrice A a plus de deux valeurs propres d’un signe et toutes les autres du signe opposé.
On dit que ces équations sont ultrahyperboliques.

Exercice 3.1
Déterminer pour quels points(z, y) du plan, chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes est a) hyperbolique,
b) parabolique et c) elliptique

. 8%u 8 U 28 Y _ ¥ *u 9*u 9*u Ju _
) ToT T gy TY 7 =0, i1) F—kxym—&-yay —(z +3)7y_u
8 82 82 u _ e, . 20%u Pu | O*u _

1i1) S 5+ & o0y 017 2 TG, = iv) a? 37 +2(x —y) D20y + o 0,

) 8 Y SW (x —l—y)a +4?Tu - x% = sin(x).

Exercice 3.2

Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes

a) déterminer les points du plan z,y ou ces équations sont hyperboliques;

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de ces équations sur le domaine ou celles-ci sont hyperboliques;
c) effectuer le changement de coordonnées pour celles trouvées en b) de fagon & obtenir léquation canonique
correspondante

2 2 2
i) 2y28u 0%u 28u+4ya —3u=0, i) 20%u 07 u 628u u _ g

o2 Wozoy —* ay? oz ~ Wozoy — Y y? T o

Exercice 3.3
Pour ’EDP linéaire d’ordre 2 suivante

2& 9 O*u =+ 2@ @_0
¥ 92 xyaxay 4 oy2  ox
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a) déterminer les points du plan z,y ou cette équation est parabolique;

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de cette équation sur le domaine ou celle-ci est parabolique;
¢) effectuer le changement de coordonnées pour les coordonnées trouvées en b) de fagon a obtenir I’équation
canonique correspondante.

Exercice 3.4
Pour I'équation ci-dessous, déterminer le type de I’équation, les équations caractéristiques, les coordonnées
caractéristiques et ensuite réduire I’équation sous sa forme canonique

0%u 0%u 0? ou
9 20 4 2= 3y =0.
Ox? Oxdy * 0y? + Oz Su=10

Exercice 3.5
Soit 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante

Pu g ou 0 ou_
Ox? Oxdy oy  oxr

a) Déterminer si 1’équation est hyperbolique, parabolique ou elliptique.
b) Déterminer les équations caractéristiques de cette équation.
¢) Transformer cette équation dans sa forme canonique.

Exercice 3.6
Considérons 'équation de Black-Scholes

dc  o? , 0% Oc
ar = 27 a5 5 T

ot 7 et 0 sont des constantes, S et 7 sont les variables indépendantes et ¢ = ¢(S, 7) est la variable dépendante.
a) Posons y = In(S). Montrer que ’équation de Black-Scholes est transformée dans la nouvelle EDP &

coefficients constants
Oc o2 9%c o2\ dc
— —rc.
2 ) Oy

o 20p

b) Posons ¢(y,7) = e ""u(y, 7). Montrer que 'EDP de (a) est transformée dans 1’équation de diffusion

ou % d%u < 02> ou
T

or 207\ 2) oy
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CHAPITRE 4

Quelques mots sur les séries de Fourier.

Avant de décrire de quelle facon la théorie des séries de Fourier peut étre utilisée pour résoudre certaines
EDP, nous expliquerons ce qu’est un probleme d’EDP bien posé et nous illustrerons la méthode de séparation
de variables dans le cas de I’équation d’onde. Dans les chapitres suivants, nous appliquerons cette méthode
pour résoudre plusieurs probléemes provenant de la physique. Au départ, notre but est de motiver notre
étude des séries de Fourier. Au prochain chapitre, nous étudierons la convergence de ces séries.

Pour une équation différentielle ordinaire donnée, il existe en général une infinité de solutions. Un
probleme bien posé pour de telles équations consiste souvent en une équation et des conditions initiales
auxquelles la solution recherchée et ses dérivées doivent satisfaire. De facon analogue, un probleme d’EDP
consiste en une équation aux dérivées partielles et des conditions supplémentaires. Ces conditions sont
initiales et/ou & la frontiere. Pour les équations de la physique, ces conditions ont un sens concret. Elles
sont soit le déplacement initial, soit la vitesse initiale ou soit la température aux extrémités, etc.

Hadamard (mathématicien frangais, Versailles 1865 - Paris 1963) a proposé trois conditions pour que
nous puissions dire d’un probleme d’EDP qu’il est bien posé ou encore posé correctement. Il faut
premierement qu’il admette au moins une solution, deuxiemement qu’il n’y ait qu’une seule solution et
troisiemement que celle-ci dépende “contintiment” des données du probleme. Par exemple, le probleme de
la corde vibrante présenté au chapitre 2 est bien posé. C’est ce que la solution de d’Alembert a illustré.
Cependant il est difficile de dire si les conditions initiales et/ou & la frontiére dans un probléme d’EDP sont
appropriées pour faire en sorte que ce dernier soit un probléeme bien posé. Nous considérerons dans ces notes
surtout des problemes bien posés.

Illustrons maintenant la méthode de séparation de variables. Ce que nous cherchons a déterminer en
premier, ce sont des solutions d’un certain type et ensuite nous utilisons (je dirais méme nous abusons) du
principe de superposition pour considérer une solution qui serait la somme de ces solutions spéciales. C’est
la que les séries de Fourier entreront en jeu. Dans cet exemple, nous revenons sur I’équation d’onde, mais
cette fois-ci les extrémités de la corde interviennent dans la situation.

Soit une corde (idéale) de longueur ¢ (¢ > 0) fixée a ses deux extrémités et dont nous connaissons le
déplacement initial f(z) et la vitesse initiale g(z). Nous voulons déterminer le déplacement vertical u(z,t)
de cette corde au point z, (0 < 2 < £) au temps ¢, (¢ > 0). Mathématiquement nous avons ’équation

Pu 0%

a2~ ¢ o2
avec comme conditions initiales:
u(z,0) = f(z) et %(m,O) =g(z) pourtoutz, 0 <z </

et comme conditions a la frontiere:
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout ¢, t > 0.

Nous verrons plus tard que ce probleme est bien posé.

Tllustrons la méthode de séparation de variables pour le probleme ci-dessus. Le but pour l'instant est
d’indiquer pourquoi il nous faudra étudier les séries de Fourier. La premiere étape consiste a étudier un
probléme intermédiaire et de rechercher des solutions u(x,t) de la forme spéciale X (z)T(t) ou X, T sont
respectivement des fonctions de x et de t ayant au moins des dérivées premiéres et secondes continues. La
seconde étape consiste & substituer ces solutions spéciales dans I'EDP et & séparer les variables (si possible).
Dans notre cas, considérons d’abord le probleme intermédiaire suivant:

Pu 0%

o2 "o T
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avec comme conditions a la frontiére:
u(0,) =0 et w(f,t)=0 pour tout t, t > 0.

Nous ne considérons pas dans ce probléme intermédiaire les conditions initiales.

Tl est clair que toute solution recherchée u(z, t) du probleme de la corde vibrante sera aussi une solution de
ce probleme intermédiaire. Cherchons premiérement a déterminer les solutions non triviales de ce probleme
intermédiaire qui seront de la forme spéciale u(x,t) = X (z)T(t). En substituant ceci dans 'EDP, nous
obtenons XT" — c2X"T = 0. Ici X" est la dérivée seconde de X par rapport & z, alors que 7" est la dérivée
seconde de T par rapport a t. Nous pouvons séparer les variables, c’est-a-dire que nous avons 1’équation

X// 1 T//

X a7
Il faut faire attention avec ce raisonnement, car nous divisons par X et par T. Celui-ci est donc valable
seulement sur les intervalles ou X # 0 et T' £ 0. Le terme de gauche de cette équation est une fonction de x
seulement, alors que le terme de droite est une fonction de ¢t seulement. Pour que nous puissons avoir cette
égalité, il faut donc que chacun de ces termes soit constant et nous noterons cette constante par A. De ceci,
nous tirons deux équations différentielles ordinaires:

X" AX =0 et T'-XPT=0.

Il nous faut déterminer A. Il peut y avoir plusieurs constantes possibles ici. Les conditions a la frontiere
signifient que u(0,t) = X(0)T(¢t) = 0 et u(¢,t) = X(£)T'(t) = 0 pour tout ¢ > 0. Comme nous cherchons des
solutions non triviales, nous pouvons alors supposer que T'(t) # 0 pour au moins un ¢ = t;. Sinon dans le cas
ou T'(t) = 0 pour tout ¢ > 0, alors u(x,t) est la solution triviale u(z,t) = X (2)T(t) = 0 pour tout 1 <z < ¢
et t > 0. Conséquemment nous obtenons que X (0)T(tp) =0 = X(0) =0et X({)T(tp) =0= X(¥)=0. 11
nous faut donc résoudre les équations différentielles ordinaires suivantes:

X"-AX=0 (0<z<¢() avec X(0)=0etX(¢)=0;

T - X\*T =0 (t>0);

ou A est une constante.

Ces équations sont bien connus. Ce sont des équations linéaires d’ordre 2 a coefficient constant et il est
facile d’écrire la solution générale pour chacune de ces équations. Déterminons premierement X en étudiant
les solutions générales du probleme suivant pour les différentes possibilités pour A:

X"—AX=0 (0<z</l) avec X(0)=0et X(¢)=0. (éq. [1])

Si A =12 > 0, alors la solution générale de ’équation [1] est de la forme X (z) = Ae™"* + Be"® ol A,
B sont des nombres réels. Mais les conditions X (0) = 0 et X (£) = 0 ont comme conséquence que A+ B =0
et Ae™"* + Be"* = 0. Ce systéme d’équations n’a quune seule solution, la solution triviale (A, B) = (0,0).
En effet, le déterminant

2vd
¢ e _ (1)
evt | = e == # 0.

Sinone?  —1=0 = e =1 = 2v¢=0. Mais ceci est absurde parce que v et £ sont différents de
0. De ceci nous pouvons conclure que

11 A\ (0 A\ (0 o matrice (L1 Cversibl
e_,/g el,g B = 0 = B = 0 car la matrice e_yg eue est 1mversible.

Ainsi dans le cas ou A = v2 > 0, alors X = 0 et u(x,t) = 0 pour tout 0 < x < £ et t > 0. Nous devons donc
exclure le cas A > 0.
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Si A =0, alors la solution générale de ’équation [1] est de la forme X (x) = A+ Bz ot A et B sont des
nombres réels. Mais les conditions X (0) = 0 et X (¢) = 0 ont comme conséquence que A =0 et A+ B¢ = 0.
Comme ci-dessus, ce systéme n’a qu’une seule solution, la solution triviale (A, B) = (0,0), car £ # 0. Ainsi
dans le cas o A = 0, alors X = 0 et u(z,t) = 0 pour tout 0 < z < £ et t > 0. Nous devons donc aussi
exclure le cas A = 0.

Si A = —12 <0, alors la solution générale de 1’équation [1] est de la forme X (z) = A cos(vx) + Bsin(vz)
ou A et B sont des nombres réels. Mais les conditions X (0) = 0 et X(£) = 0 ont comme conséquence que
A =0 et Acos(vl) + Bsin(vf) = 0. Parce que A =0 et que nous ne voulons pas obtenir la solution triviale
X =0, alors nous pouvons supposer que B # 0. Comme B sin(v{) = 0, alors sin(vf) = 0. Conséquemment
vl =nm et A = —(nmw/l)? avec n € Z. Les valeurs )\, = —(nm/f)? sont appelées les valeurs propres et les
fonctions X,,(x) = By, sin(nwz/¢) sont les fonctions caractéristiques du probleme:

X"-2AX =0 (0<x</{) avec X(0)=0et X(¢)=0.

Parce que sin(—x) = — sin(z) pour tout = € R, il suffit donc de considérer les valeurs propres \,, et les fonc-
tions caractéristiques X,, pour n € N, avec n > 0. Si maintenant nous considérons I’équation différentielle
ordinaire 7" — A\c*T = 0 avec (t > 0) pour la valeur propre A = \,, alors T, (t) = C,, cos(cmnt/l) +
D,, sin(cmnt /L) est la forme générale de la solution de cette équation. En combinant tout ceci, nous obtenons
une solution de la forme

o) = X )T (0) =sin (") e cos (7 ) 4 sin (7|

au probleme [1]:
*u  ,0%u
o227
ot? 0x?
Ce probleme est linéaire et homogene. Dans ce cas, le principe de superposition est valable et

ulw,t) = Y una,t) = > sin (“7F) [an cos (cngrt> b s (cngrtﬂ

n>1 n>1

=0 avec u(0,t)=0 et wu(lt)=0 pourtoutt, t>0. (prob. [1])

sera aussi une solution du probléme [1]. Nous avons triché parce que le principe de superposition entraine
qu’'une somme finie de solutions est aussi une solution, alors qu’ici nous sommons une série infinie! Nous
supposerons pour I'instant que ceci ne pose pas une difficulté insurmontable. Il faut aussi se soucier de savoir
si cette série converge. En d’autres mots, est-ce que tout ce qui précede peut étre rendu mathématiquement
correct?

Nous avons donc obtenu une solution formelle au probléme [1]. Il nous reste & expliquer ce qu’il faut
faire pour obtenir une solution au probléme initialement posé:

Pu 0%

o
avec comme conditions initiales:
ou
u(z,0) = f(z) et 5(3070) =g(x) pourtoutz, 0 <z </{

et comme conditions a la frontiere:
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0 pour tout ¢, t > 0.

1l nous faut seulement considérer les conditions initiales: le déplacement initial et la vitesse initiale. Si nous
considérons la solution formelle obtenue au paragraphe précédent, nous aurons ainsi en posant t = 0 deux
équations
nwx
u(z,0) = Z ap sin (7) = f(z) (déplacement initial)

n>1
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et
@(L 0)= Z (cnl) by, sin (@) = g(x) (vitesse initiale).
1

Cette derniere équation est obtenue en dérivant par rapport a ¢ terme-a-terme la série définissant u(zx, t).
Dans tout ce qui précede, nous n’avons pas fourni un seul argument pour valider nos hypotheses. C’est le
but de ce chapitre. Nous verrons plus tard d’autres exemples de la méthode de séparation de variables.
La legon & retenir pour 'instant est que pour déterminer le déplacement vertical u(x,t) de la corde, il
nous faut exprimer le déplacement initial f(x) et la vitesse initiale g(x) comme des sommes de fonctions
trigonométriques (des fonctions sinus ci-dessus). Ceci est I'un des buts de la théorie des séries de Fourier.
Nous devons aussi traiter des problemes de convergence, de dérivation terme-a-terme de ces séries. Il existe
une théorie mathématique tres importante concernant ces séries. Nous n’allons qu’esquisser celle-ci.

Le cadre général pour la théorie des séries de Fourier est celui de la théorie des fonctions orthogonales.
Nous allons donc commencer par définir ce que nous entendons par ’orthogonalité de fonctions.

Nous dirons d’'une fonction continue ¢(z) sur Uintervalle [a,b] qu’elle est une fonction de poids si
q(z) > 0 pour tout = € [a,b]. Soient des fonctions ¢o(x), P1(x),. .., ¢n(x),... définies sur [a,b] (ot n € N).
Nous dirons que les fonctions de la suite {¢,(x)}, sont orthogonales entre elles par rapport a g(x) sur
Pintervalle [a, b] si et seulement si 'intégrale

b
/ Om(z) on(z) ¢(x) dr =0 pour tout m # n.

Nous dirons aussi que {¢,(x)}, est un systéme orthogonal par rapport & ¢(z) sur [a,b]. Si m = n, nous

dirons que
b
[ [ @) @ dx]

est la norme de ¢,,(z) et nous noterons cette norme par ||d,||.

(1/2)

Noter que fab(¢m(x))2 g(z) dz > 0. Nous supposons en plus que toutes les intégrales ci-dessus sont bien
définies. Ceci est le cas par exemple si les fonctions sont continues sur I'intervalle [a,b]. Nous dirons que
{én(z)}n est un systéme orthonormal sur [a,b] par rapport a ¢(z) si et seulement si

0, sim#mn;
1, sim=n.

b
[ 6nta) onta) ) o= {
Par exemple, 'ensemble {1, cos(x),sin(x), cos(2x),sin(2z), ..., cos(nz),sin(nz) ...} est un systéme or-

thogonale de fonctions sur lintervalle [—m, 7] pour la fonction de poids g(z) = 1. Ce qui nous permet
d’affirmer cela ce sont les calculs suivants.

Sim,n > 1, nous avons

/Tr sin(mz) sin(nzx) dx = /7r cos((m = n)z) — cos((m + n)r) dx

_r - 2
(M Sin((m - Tl)f) — m sin((m -+ n)x) , sim 7é n;
(% o WSID((m—Fn)x) ; Sim:n;
_J0, sim#mn;
T 1w, sim=n.
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Sim,n > 0, nous avons

/7r cos(ma) cos(nz) dx = /7T cos((m = n)z) + cos((m + n)z) dx

—T - 2
<2(mln) sin((m — n)x) + m sin((m + n)x) , sim#n;
- <g23+2(m+n) sin((m +n)x) ) sim=n2>1,
2]% s - sim=n=0;

Sim >0 et n > 1, nous avons

/7r cos(mz) sin(nz) der = /Tr sin((m + n)z) ; sin((m = n)z) dx

—T

E2mﬁwawm+mmt2m;7wmwmm@r{ sim #n,
()

1 S —
5 o cos((m +n)x) , sim=mn

-7
=0.
De ce qui précede, nous avons que ’ensemble
{ 1 cos(z) sin(z) cos(2z) sin(2z) cos(nz) sin(nz) }
P Y R Y RV RV
est un systéme orthonormal sur [, 7].
Pour le reste de ce chapitre, la fonction de poids ¢ sera triviale, i.e. g(x) = 1 pour tout = € [a,b]. Nous

aurons plus tard des situations pour lesquelles la fonction de poids n’est pas triviale, par exemple pour les
fonctions de Bessel.

Nous dirons d’une fonction f(x) définie sur R qu’elle est périodique de période p si et seulement si
f(z +p) = f(z) pour tout z € R. La période p d’une fonction n’est pas unique. En effet, 2p, 3p, ... sont
aussi des périodes de f.

A une fonction f(x) définie sur R, nous voulons associer une série de la forme

M8

s(x) = % + > (a,cos(nx) + by, sin(nx))

Il
-

n

et nous aimerions que la somme de cette série soit égale a f(z) sous de bonnes conditions. Comme la somme
de la série s(x) (si cette somme existe) est périodique de période 27 et que nous aimerions que f(x) soit
égale & s(x), alors f(x) doit nécessairement périodique de période 27. Si

(an cos(nz) + by, sin(na)),

NE

@)=+

Il
_

n

alors en intégrant terme-a-terme nous obtenons les équations

aw== [ fa)dr,
™ —T

ap = 1 f(z) cos(nz) de, sin>1 (éq. [2])
™ —T

by, = 1 f(z) sin(nz) de sin>1
7r

—T
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Noter que dans les formules ci-dessus, il suffit de connaitre f(x) seulement sur I'intervalle [—, 7] pour
déterminer les coefficients a,, (n > 0) et b, (n > 1).
Soit une fonction f(x) intégrable sur 'intervalle [—m, 7]. Nous définissons la série de Fourier de f(z)
comme étant la série
a
Jr

?0 (@, cos(nx) + by, sin(nx))

&MS

dont les coefficients a,, (n > 0) et b, (n > ) sont obtenus des équations [2].
Nlustrons ceci dans un exemple. Soit f(z) = z + 2% sur lintervalle [—, 7], alors

1 (" 1 (" 1 /22 2377 272
ap = — 7ﬂf(as)dx:;/ (era:Q)dxw(erg}_ﬂﬂ;

an = 71r/: f(z) cos(nzx) dx = i/:(x + %) cos(nzx) dx
= % { ((x * x?lsin(nx)}i — /Tr (1 +2z)sin(nz) 2x2lsin(nx) d:r} = % /_7;(1 + 2z) sin(nz) d
—1{( (1+2x)cosnm} +/7r 2 cos( }
ni{( (1+2:2)cosnx} +(2 } dx}
_ 4cos nm) _ 4(-1)"

et
by, = i/: f(z)sin(nzx) dz = 717/7;(% + 2?%) sin(nzx) da
_ % { (—(x + a:il) cos(nx)r . /_ﬂ 1+ ZxZLcos(nx) dx}

= % { ( —(z —5—962)(:08(71:5)K7r + ((1 + 29737)181[1 nx } /7T 2sin(n }
:T;{<—(x+x2)008(nx)};+((1+2mzlsm o } +<2 ] }

—2cos(nw)  2(—1)"*t!

n n

Donc la série de Fourier de f(x) est

3 [(AEE st + (20 s

n=1
Nous allons aussi considérer les séries de Fourier des fonctions paires et impaires.

Nous dirons qu’une fonction f(x) est paire (respectivement impaire) si et seulement si f(—xz) = f(z)

(respectivement f(—x) = —f(x)) pour tout z. Par exemple, f(z) = 22, cos(x) sont des fonctions paires et
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f(z) = z, sin(x) sont des fonctions impaires. La fonction f(z) est paire si son graphe est symétrique par
rapport a ’axe des y, alors qu’elle est impaire si son graphe est symétrique par rapport a ’origine.

Lemme 1 (a) Si f(z) est une fonction paire, alors sa série de Fourier est
a > 2 [T
24 Z an cos(nz) avec ap = 7/ f(x) cos(nz) de pour n > 0.
2 = T Jo

Entre autres, tous les coefficients b,, sont nuls pour n > 1.
(b) Si f(x) est une fonction impaire, alors sa série de Fourier est

oo 2 T

E by sin(nxz) avec b, = f/ f(z) sin(nz) de  pour n > 1.
T Jo

n=1

Entre autres, tous les coefficients a,, sont nuls pour n > 0.

Preuve: Notons premiérement que si g(x) est une fonction paire, alors

/’;g@:) dx_z/()”g<x> dz.

En effet

/7T g(z) de = /0 g(x) dx—&—/oﬂg(x) dx = /7r0g(—y) (—1)dy+/0ﬂg(x) dr en posant y = —x et dy = —du.

/_:g(x) dxz/oﬂg(y) dy—i—/oﬂg(x) dm=2/07rg(x) da,

car g(—y) = g(y), étant donné que la fonction g est paire.
Nous devons aussi noter que si g(x) est une fonction impaire, alors

/:g(z) dx = 0.

Donc

En effet

/7r g(z) doe = /O g(z) dx—&—/oﬂg(x) dx = /ﬂog(—y) (—1)dy+/0ﬂg(x) dr en posant y = —x et dy = —du.

/_7;9(96) dx:/oﬂ —9(y) le—/Owg(x) d =0,

car g(—y) = —g(y), étant donné que la fonction g est impaire.
(a) Si f(z) est paire, alors f(x)cos(nz) est aussi une fonction paire et f(x)sin(nz) est une fonction
impaire. En utilisant les remarques ci-dessus, nous obtenons que

Donc

T 2 us 1 s
an = — f(z) cos(nx) de = f/ f(z)cos(nx) de et b, =— f(z)sin(nz) de = 0.
L ™ 0 T™J -7
Ceci compléte la preuve de (a).
(b) Si f(x) est impaire, alors f(x) cos(nx) est aussi une fonction impaire et f(x)sin(nz) est une fonction

paire. En utilisant les remarques ci-dessus, nous obtenons que

an = —| i f(z)cos(nz) dr =0 et b, = 1 i f(z)sin(nz) de = %/ﬂ f(z)sin(nz) dx.
0

T ) _x T J -7
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Ceci compléte la preuve de (b). o
Soit une fonction f(z) définie sur 'intervalle [0, 7]. Nous définissons sa série de Fourier paire comme
la série

o0
a 2 [T
=+ Z an cos(nx)  avec a, = 7/ f(z) cos(nz) dr  pour n > 0.
2 el m™Jo
Ceci est la série de Fourier de la fonction paire fpaive(z) définie par

) — f(q;)7 sixz € [0771-];
fpalre( ) {f(x), six € [*ﬂaO]'

Nous définissons sa série de Fourier impaire comme la série
o0 2 T
g by sin(nx) avec b, = 7/ f(z) sin(nz) de  pour n > 1.
T Jo
n=1

Ceci est la série de Fourier de la fonction impaire fimpaire(z) définie par

f(w)v SiiL’G}O,’/T};
fimpaire(x) = 07 six = 07
—f(-z), size[-m0[

Pour conclure ce chapitre, il existe aussi une autre fagon d’écrire les séries de Fourier. Rappelons que
si i =+/—1, alors "* = cos(«) + isin(«). De ceci, nous pouvons écrire les fonctions trigonométriques cos(x)
et sin(z) en fonction de €**. Plus précisément,

T —iT T —iT
e’ +e . e’ —e
cos(x) = —— et sin(z)= ——
2 24
En substituant ces expressions dans la série de Fourier d’un fonction f(z) définie sur [—, ], nous obtenons
sa série de Fourier complexe:

1

oo
E cpe™*  avec ¢, = —
2

n=—oo

f(x) e™™* da.

Exercice 4.1

Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer si elles sont paires, impaires ou ni pair, ni impair.
a) x + 222 4 323, b) 2% + 5a?, c) z?sin(z),

d) x2e®, e) sinh(z) = (e* —e™%)/2.

Exercice 4.2

Montrer que les fonctions suivantes: 1, z et (3x% — 1)/2 sont orthogonales entre elles sur I'intervalle fermé
[—1, 1] pour la fonction de poids g(x) = 1 pour tout = € [—1,1].

Exercice 4.3
Trouver la série de Fourier de chacune des fonctions suivantes:

z, si—m<x<0; 1, si-m<a<0;
a) fla) = c, si0l<z<m ’ b) f(z) = 22, si0<z<m ’
¢) f(x) =z +sin(x) si —7 < x < m; d) f(e)=1+axsi —7m<zx<m
e) fx)=e"si —m <z <m; f) f@)=1+z+a?si—n<z<n
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Exercice 4.4
Montrer que si f(x) est intégrable et périodique de période p, alors nous avons

a+p b+p
/ f@yde= [ f(2) de

b

quels que soient les nombres réels a et b.

Exercice 4.5
Déterminer la série de Fourier impaire des fonctions suivantes sur I'intervalle [0, 7]:
1, si0<az<(7/2);
— 2 _ ) = )
2 @) = a2, 0 f@)={y 5 (=

Exercice 4.6
Déterminer la série de Fourier paire des fonctions suivantes sur l'intervalle [0, 7]:

a) f(z) =2, b) f(z) = sin(2x),

Exercice 4.7

Déterminer la série complexe de Fourier des fonctions suivantes sur l'intervalle [—, 7]:

0, si—7<x<O0;
_ 3z = ’ - ’
a) f(z) = €%, b)f(x)—{L S0<z<m,
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CHAPITRE 5
Convergence des séries de Fourier.

Nous avons vu au chapitre 4 qu’il est nécessaire d’étudier la convergence des séries de Fourier pour
résoudre certains problemes d’EDP. Nous présenterons dans ce chapitre les résultats les plus importants
concernant la convergence de ces séries.

Soient une fonction f(x) définie et intégrable sur l'intervalle [—m, 7] et sa série de Fourier

o0
?0 Z ap, cos(nz) + by, sin(nz)) .
Nous voulons répondre aux questions suivantes:
1) Est-ce que la série de Fourier de f(z) converge? Si oui, vers quelle valeur converge-t-elle?
2) Pouvons-nous dériver terme-a-terme la série de Fourier de f(z)? Si oui, est-ce que la série de Fourier
obtenue est la série de f’(z), la dérivée de f(x)? (Nous supposons que f(z) est dérivable.)

La théorie a débuté avec les travaux de Joseph Fourier (mathématicien et physicien frangais, Auxerre,
1768 - Paris, 1830) sur la chaleur. Lejeune-Dirichlet (mathématicien allemand, Diiren, Prusse Rhénane,
1805 - Gottingen, 1850) a étudié la convergence des séries de Fourier de fagon rigoureuse afin de justifier les
résultats de Fourier.

Nous dirons qu’une fonction f(z) est lisse par morceaux sur intervalle [a,b] si et seulement si
I'intervalle peut étre subdivisé en m sous-intervalles [z;, z;4+1], ot ¢ =0,1,2,...,(m—1), avec a = z¢ < 21 <
xg < ...< Ty = b tels que la fonction f(x) et sa dérivée f’(x) sont continues sur chacun des sous-intervalles
ouverts |x;, x;+1[ et que les limites & gauche (respectivement & droite) de f(z) et f/(x) aux points x; pour
1 =1,2,...,m (respectivement pour i = 0,1,2,...,(m — 1)) existent.

Considérons la fonction f(x) = ¢/z sur intervalle [~1,1]. Alors f'(x) = (1/3)z=2/3 si x # 0 et n’existe
pas & = 0. Comme les limites & gauche et & droite de f’(x) = (1/3)z~2/3 n’existent pas & = = 0, alors f()
n’est pas lisse par morceaux sur [—1, 1].

Soit une fonction f(x) définie sur Uintervalle [—7, 7]. Son prolongement périodique f :R — R de
période 27 est la fonction définie par

= (z), si—Tt<z<m e keI
f(“%”):{(f( D)4 f())2, siz=-ma et kel

Nous avons tracé i la figure [1] le graphe de f(z) dans le cas de la fonction

f(x){o, s%—nggo;

z, si0<z<m.

f(x)
p
S S S
Ll >
-4p -3p -2p -p p 2p 3p 4p X
Figure [1]
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Soient une fonction g : I — R, ou I est un intervalle contenu dans R, et un point xy & 'intérieur
de I. Alors nous noterons la limite & droite (respectivement & gauche) de g au point xg par g(xo+)
(respectivement g(xg—)), i.e.

g(wo+) = lim g(z) et g(zo—) = lim g(z)

z>z( z<z(

si ces limites existent.

Théoréme 1 Soient f : [-m, 7] — R, une fonction définie et intégrable sur l'intervalle [—m, 7] et sa
série de Fourier

0
5 z_: an, cos(nx) + by, sin(nzx))
1
do = — f(x)
1 .
avec Op = — f(z) cos(nz) de, sin>1;
7r
1 (7 . .
by, = — f(x) sin(nz) de  sin> 1.
™ —T

Si f est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f converge pour tout o € R et nous avons

flzo+) ‘; flzo—) ?0 Z (an cos(nzg) + by sin(nzg))  pour tout xg € R,

ol f est le prolongement périodique de f de période 2w. En particulier, si f est continue au point xq, alors

?0 Z: ay, cos(nxzo) + by, sin(nx)).

Avant d’esquisser la preuve de ce théoréme, nous allons illustrer celui-ci dans un exemple. Si f(z) est
définie par
0, si(n/2)<a<m
flx)y=1<1, si0 <z < (n/2);
—x, si—-nT<x<O0;

alors f est lisse par morceaux et conséquemment la série de Fourier de f converge. La série de Fourier de

f(x) est

oo

(7 + 1) Z < "+ "Sm("ﬂﬂ)) cos(nz) + ((—1)"77 i COS(MT/Q)) sin(na).

n27r nmw

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci. Nous avons tracé le graphe de la somme de cette série de
Fourier a la figure [2]. Cette somme s(x) est I'unique fonction périodique de période 2 telle que

0, si(m/2) < <
; 1, si0<x<(m/2);
s(x):%: —z, si—m <x <0
(1/2), siax=0,(xw/2);
(r/2), sixz=—m,m.
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o——0 o——0
-2p p 2p X>

Figure [2]

Il nous faut pour démontrer le théoreme 1 plusieurs résultats préliminaires. Nous allons premierement
présenter ces résultats pour ensuite esquisser la preuve du théoreme 1.

Le premier résultat est le
Lemme de Riemann-Lebesgue Soit une fonction g(z) intégrable sur Uintervalle [—m, 7r]. Alors

K

lim g(x)sin(ax + ) dr =0, VGeR.

Preuve: Considérons premierement le cas des fonctions caractéristiques pour un sous-intervalle. FEn
d’autres mots, supposons que
1, sta<z <Y
g(x) = :
0, sinon
avec —m < a < b < 7, alors, pour a > 0, nous avons

_ |(—cos(ax+ﬂ)]b

[e%

T b
‘/ g(x)sin(ax + B) dz| = / sin(ax + 8) dx =

_ ‘ — cos(ab + ) + cos(aa + [3)

a «

_ | = cos(ab+ B)| + |cos(aa + ) _ 2
- « T«
en utilisant I'inégalité du triangle et le fait que | cos(#)| < 1 pour tout 8. Donc pour la fonction g(x) ci-dessus,

nous obtenons .

lim g(x)sin(ax + ) dr =0, VBeR

parce que lim,—, o (2/a) = 0.

Si g est une fonction étagée, i.e. nous pouvons subdiviser I'intervalle [—7, 7] en un nombre fini de sous-
intervalles [x;, z;41] ol —m = g < o1 < T2 < ... < X, = 7 tels que g est une fonction constante sur chaque
intervalle ouvert |x;, z;4+1[ pour tout ¢ = 0,1,...,(m — 1), alors

s

lim g(x)sin(ax + ) de =0, VG eR.
a—oo J_

En effet g(x) est une combinaison linéaire des fonctions caractéristiques des sous-intervalles [x;, z;41]. Par
la linéarité de l'intégrale et parce que le lemme de Riemann-Lebesgue est vérifié pour les fonctions car-
actéristiques, alors le lemme de Riemann-Lebesgue est aussi vérifié pour les fonctions étagées.

Pour terminer la preuve, il faut noter qu’étant donné e > 0, il existe une fonction étagée h(z) sur [—m, 7]
telle que

/_: l9(x) — h(z)| do < %

Parce que le lemme de Riemann-Lebesgue est vrai pour h(z), alors il existe un nombre réel M tel que

a>M = ‘ h(z)sin(ax + B) dx <§.
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Conséquemment pour o > M, nous avons

'/_: g(x)sin(ax + §) dx

= '/_:(g(x) — h(x))sin(ax + §) dx + /7r h(z)sin(ax + 5) dx

—T

'/W x))sin(ax + §) dz| +

f.
<[

De ceci, nous pouvons conclure que le lemme de Riemann-Lebesgue est vérifié pour toute fonction g(x)
intégrable sur [—,7]. o

Une intégrale de la forme
§ .
/ o) sin(ax) i
0 X

est une intégrale de Dirichlet. Il nous faut aussi étudier ces intégrales.
Proposition 1 Soit g(x), une fonction lisse par morceaux sur l'intervalle [0, 4], ot 6 > 0. Alors

.2 o . sin(ar) .
lim /o g( )730 dx = g(0+).

‘/ x)sin(az + §) dzx

(g9(z) — h(z)) sin(ax + 6 dx + ‘/ﬂ ) sin(azx + B) dx

<§+§:€-

(g(x) — h(x)) dz + ‘/ h(zx)sin(ax 4+ §) dx

Preuve: Si a > 0 et si 0 < h < 6, alors nous avons

0 . sin(ax) . h o) — sin(ax) . h sin(ax) . 0 - sin(ax) .
[ ot = o= [Cg(e) - g00) T o+ [ g00) D o+ [ ga) T g

X

Considérons chacune de ces intégrales lorsque @ — oo. Commengons par la derniere intégrale. Comme
g(x)/x est une fonction intégrable sur [h, d], alors par le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons que

lim J g(z) sin(ax)

a—oo [p x

=0.

Pour la deuxieme intégrale, nous avons

h sin(ax) B o sin(y) B  sin(y)
| 00 = e = g04) [ S 1) dy = gt0) [ = ay

en posant y = ax et dy = a dr. Donc

h
lim g(0+)

a— 00 0

sin(ax)

dz = g(0+) /O h Siny(y) dy = g(0+) g

11 faut savoir que I'intégrale impropre fooo(sin(y)/y) dy = 7/2.
Il nous reste a considérer la premiere intégrale. Nous voulons montrer que

h

lim [ (g(x) — g(0+))

a—00 0

sin(ax) dr =0

pour un certain h, 0 < h < §. S’il existe un nombre réel k > 0 tel que ¢'(x) = 0 pour tout x < k, alors g(z)
est une fonction constante si z < k et g(x) — g(0+) = 0 pour tout x < k. En prenant h = k, nous obtenons

sin(ax) sin(ax) dr— 0

a— 00

h h
/ (9(z) — 9(04)) dr=0 et lim / (9(z) — 9(04))
0 0

42



Donc nous pouvons supposer qu’il existe un nombre réel k > 0 tel que, soit ¢’(z) > 0 pour tout = < k, soit
¢'(z) < 0 pour tout = < k. Dans le cas ol ¢’(z) < 0 pour tout z < k, alors en remplacant g(x) par —g(z),
nous pouvons nous ramener au cas ol ¢'(z) > 0 pour tout < k. Nous allons donc supposer qu’il existe
un nombre réel k > 0 tel que ¢’(x) > 0 pour tout < k. En d’autres mots, g est une fonction strictement
croissante sur l'intervalle [0, k]. Prenons h = k ci-dessus. Dans ce cas, la fonction x — (g(z) — g(0+)) est
croissante sur [0, 4], 0 < g(z) —g(0+) < g(h) — g(0+). Dans cette situation, il existe un nombre réel ¢ € [0, h]
tel que

" sin(az)

h .
/ (9(z) — 9(0+)) iz,

0

dx = (g(h) — 9(0+)) /

Ceci est le théoreme de Bonnet. Nous allons supposer ce résultat. Comme la fonction « — 2! est intégrable
sur [c, h], alors par le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons

h -
lim / sin(az) dr = 0.
c T

a— 00

Donc .
. sin(ax
lim (g(x) — g(0+)) sinaz) dx = 0.
Ceci complete la preuve de la proposition 1. D

Nous allons maintenant étudier les sommes partielles

su() = 5+ D (a cos(j) + by sin(jz))

de la série de Fourier de f(x). Rappelons que nous avons la formule suivante:

Lo sin((n + (1/2)2) |
=- 4 Zcos(jx) _ { S5 (z/2) , sixz#2mm pour tout m € Z;
2z n+ (1/2), six=2mm  pour un m € Z.

En effet, si = 2mm pour un m € Z, alors cos(jx) = cos(j2mm) = 1 pour tout j et nous obtenons que
D, (z) =n+ (1/2). Si & # 2mz pour tout m € Z, il nous faut montrer que

sin((n + (1/2))x)
2sin(x/2)

D, (z) =
Nous savons que cos(f) = (e?? +e~%)/2 ot i = /—1. Donc

N gije + 671]1 " eidT 4 g—ije 1
Z JZ::O 2 2
( Z(n+1)cc _ 1 (efi(nJrl)a: _ 1) 1>
(ef* — 1) (e7iz — 1)
piln+)z _ | 1 — e—ilnt1)z

(ezz/Z eiz/2 — g—ia/2) + e—ia/2 (gie/2 — g—iw/2) 1)
(ent(/2)e _ o=ilnt(1/2)2)  gin((n + (1/2))z)

(eix/2 — e—iz/2) T 2sin(z/2)

D, (x)

l\D\»—t

N—= N~ N

Proposition 2 Soient f(z), une fonction définie et intégrable sur Uintervalle [—7, 7| et sa série de
Fourier

% Z: ap cos(nx) + by, sin(nzx)).
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Si s, (z) est la n-iéme somme partielle de cette série, i.e.

sn(x) = % + Z(aj cos(jx) + b; sin(jz)),

alors

Preuve: Nous allons remplacer les coefficients de Fourier ag, a; et b; par leurs expressions en terme
0, &j J
d’intégrales.

sp(1) = % < 7; £(1) dt> + Z;: [; ( 7; F(t) cos(jt) dt) cos(jz) +% ( 7; £(t) sin(jt) dt> sin(j:c)}

_! / " 5+ D cos(jt) cos(jie) + sin(jt) sin(j) | e

—r =1

:l/Tr f@) %—&—Zcos(j(f—x)) dt.

™

En utilisant le prolongement périodique f de f et la substitution y =t — x et dy = dt, nous obtenons

s@ =3 [ e | G4 costiv) | dy=2 [ Fu+a) Da) do
i=1 -

—T—X

Nous avons aussi utilisé le fait que y — f (y + ) D, (y) est périodique de période 27 et Pexercice 4.4 du
chapitre précédente. Nous avons que

0 g
salw) =+ [ Fus0) Dutw) du+ [ Flu o) Do) ay

—T

1[0 1 [" -
— 2 [ Fesra) Duen) (s 1 [ ) Day) dy
iy 0
en posant z = —y et dz = —dy. Parce que D,, est une fonction paire, i.e. D,,(—z) = D,(z), nous obtenons
donc que

L [T : 2 M fa+t)+ fl@—1)
sn(x)—f/o (f(x+t)+f(m—t))Dn(t)dt—f/o ( : )Dn(t) dt.

™

La preuve de la proposition 2 est maintenant terminée. a)
Preuve du théoréme I: Nous voulons calculer la limite des sommes partielles s, (z) pour z = 5. A
cause de la proposition 2, nous avons

lim Sn(xo) = lim 2AW (]?(:L‘o—‘rt)';f(xo—t)) Dn(t) dt

n—oo n—oo

2 [T flawo+t)+ fzo— 1) sin((n+ (1/2))t)
= Jim 7/0 < 2 ) 2sin(t/2) dt.
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Cette intégrale n’est pas tout a fait une intégrale de Dirichlet, mais nous pouvons la relier & une intégrale
de Dirichlet. II est possible de montrer que la fonction g(t) définie par

1 1 ; .
g(t) = (t QSin(t/2)> , si0<ism
0, sit=0;

est continue sur lintervalle [0,7]. La seule difficulté est de vérifier la continuité & ¢ = 0. Mais il suffit
d’utiliser la regle de I’'Hopital plusieurs fois pour montrer que

(2sin(t/2) — t)

lim g(t) = i =0 = g(0).
lim g(t) = /) 9(0)
t>0 t>0

En utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue, nous obtenons

.2 ("/1 1 flxo+1t)+ flwg—1) . _
nhféo}/o <t - 251n(t/2)> s+ (1/2)) de =0

Conséquemment

g onlo0) = T o 2 ; 2

2 /’r flwo+0) + flo — 1) | sin((n + (1/2))t) . _ flzot) + f(z0-)
0
par la proposition 1. Ainsi le théoréme 1 est démontré. D
Nous avons ainsi donné une réponse partielle a la premiere question concernant la convergence, a savoir
des conditions suffisantes pour que la série de Fourier de f(x) converge vers f(z). Il existe des résultats plus
généraux sur la convergence. Par exemple, le théoreme 1 est valable pour des fonctions plus générales que
seulement les fonctions lisses par morceaux. Mais aussi il est possible de considérer une généralisation de la
convergence. Nous allons énoncer sans le démontrer un résultat de Fejér généralisant notre théoreme 1.
Nous dirons qu’une série Zf;l v, converge au sens de Cesaro si les moyennes arithmétiques des
sommes partielles convergent, plus précisément si s, = 2?21 v, est la n-iéme somme partielle et
(81 +52+...8n)
n

Onp —

est la moyenne arithmétique des n premieres sommes partielles, alors nous dirons que la série converge au
sens de Cesaro si la suite {0, }22; converge.

Il est possible de montrer que si une série Y - | v, converge vers v, alors elle convergera aussi au sens
de Cesaro vers v. Mais la réciproque est fausse. Par exemple, considérons la série > >  (—1)". Celle-ci
diverge, mais, au sens de Cesaro, elle converge vers 1/2.

La généralisation de Fejér du théoreme 1 est

Théoreme de Fejér Soit f(z) une fonction intégrable (au sens de Lebesgue) sur Uintervalle [—, 7].
Alors la série de Fourier de f(x) converge au sens de Cesaro vers (f(zo+) 4 f(x0—))/2 au point z = x( pour
tout ¢ € R.

Nous ne démontrerons pas ce théoreme. Il est facile de trouver une preuve dans un bon livre d’analyse
mathématique, par exemple dans [R.Godement, Analyse mathématique 11, Springer-Verlag Berlin Heidelberg
New York 1998]. Nous allons maintenant étudier sous quelles conditions nous pouvons dériver terme-a-terme
la série de Fourier de f(x).

Considérons premierement un exemple pour illustrer que nous ne pouvons pas toujours dériver terme-a-
terme. Soit la fonction f(x) = x définie sur Pintervalle [—m, 7]. Alors nous obtenons que sa série de Fourier

(2 sy
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Si nous considérons la série obtenue en dérivant terme-a-terme, alors nous obtenons
oo
E 2 (=1)"* cos(nz).
n=1

Mais cette série n’est pas la série de Fourier de f’(x) = 1. De plus cette série diverge pour certaines valeurs
de x, par exemple pour z = mm ou m € Z. Une des raisons qui fait que nous n’obtenons pas la série de
Fourier de f'(x) dans 'exemple précédent est que f(w) # f(—m). La proposition suivante indique la relation
entre la série de Fourier de f(x) et celle de f/(z).

Proposition 2 Soient f(z), une fonction définie et dérivable sur I'intervalle [—7, 7] et sa série de Fourier

(an cos(nz) + by, sin(nx)).

n=1

il
2

Alors la série de Fourier de f'(x) est

™

U e 5 Knb TG G (‘”)> cos(nz) — nay sin(nz)

n=1

En particulier si f(w) = f(—m), alors la série de Fourier de f'(z) est obtenue de celle de f(z) en dérivant
terme-a-terme.

Preuve: Nous calculons les coefficients de la série de Fourier de f/(z) en intégrant par parties. Notons
la série de Fourier de f/(z) par

AO Z A, cos(nz) + By sin(n)).
Alors
AO — % i f/( ) % (f(.’l)) ]7:7T — (f(ﬂ-) _Trf(_ﬂ-))
Sin > 1, alors
An = % j f'(x) cos(nz) de = % {(f(x) cos(nx)]” . + /j nf(z) sin(nx) dx} = (_1)n(f(72 = /(=m) +nby,
et L g ) i
B, = = f'(z)sin(nz) dx = . [(f(x) sin(nax)]” —[ nf(x)cos(nx) da:] = —nan,.

Donc la série de Fourier de f/(z) est

L + Z Knb LD - f HT)) cos(n) — nan sin(nm)] .

™

Si f(mw) = f(—m), alors nous obtenons que la série de Fourier de f’(z) est

o0
Z nb,, cos(nz) — na, sin(nx)
n=1
qui est obtenue de celle de f(x) en dérivant terme-a-terme. o

Nous allons maintenant énoncer des conditions suffisantes qui nous permettent de dériver terme-a-terme
la série de Fourier de f(x) pour obtenir la série de Fourier de f’(x) et aussi de déterminer vers quelle valeur
cette série converge.
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Théoréme 2 Soient f(z), une fonction dérivable sur [—,7] et f(x) son prolongement périodique de
période 27. Si f(z) est continue sur R et si f/(z) est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f'(x)
est obtenue de celle de f(x) en dérivant terme-a-terme et cette série converge vers (f/(xo+) + f/(zo—))/2 ou
f’ est le prolongement périodique de f” de période 2w. En d’autres mots, si

o0
% Z an, cos(nx) + by, sin(nzx))
n=1
est la série de Fourier de f(x), alors
oo
Z (nby, cos(nzx) — nay, sin(nx))
n=1

est la série de Fourier de f/(x) et

nby, cos(nxg) — na, sin(nxg)).

(f'(zo+) ‘; f'(xo— i

Preuve: A cause de la proposition précédente, la série de Fourier de f’ (z) est obtenue de celle de f(x)
en dérivant terme-a-terme si f(7) = f(—=). Il suffit donc de vérifier que f(m) = f(—m). Parce que f est
dérivable sur [—7, 7| et f est continue, alors

f(m) = f(r—) = lim f(z) = lim f(z) = lim f(z) = f((=m)+) = f(-n).

Parce que f’(x) est lisse par morceaux et par le théoreéme 1, alors la série de Fourier de f’(x) converge
vers

F'@ot) + [/ (o)
2
a x = xg pour tout zg € R. D
Nous allons maintenant conclure ce chapitre en indiquant qu’il est aussi possible de considérer des
fonctions f(x) définies sur l'intervalle [—¢,¢] ott £ > 0 plutdét que juste sur Uintervalle [—m, 7]. Dans ce qui

suivra, ¢ sera un nombre réel positif > 0.
Soit une fonction définie et intégrable sur 'intervalle [—¢, ¢]. Nous définissons la série de Fourier de

f(x) comme étant la série
% i {ancos( )—l—b sm(m;x)}

S TRCE

avec Gpn = 7 /—e f(z) cos (?) dx, pourn > 1;

¢
by, = %/_z f(z) sin (?) dx, pourn > 1.

Les théoremes 1 et 2 ont leurs équivalents dans cette situation.
Théoréme 1’ Soient f : [—¢,¢] — R, une fonction définie et intégrable sur l'intervalle [—¢, {] et sa série

de Fourier .
% g [ancos< ) + by, sm(m;x)}

47



—z/if(m) dx

1
avec ay = Z/ f(z) cos @) dxr, pourn >1;

nzg/ f(z Sln ) dx, pourn > 1.

Si f est lisse par morceaux, alors la série de Fourier de f converge pour tout zo € R et
fl@ot) + flzo—) a0 | ~ { ( ) . /nTTg
=5+ [ bosin ()
EZ: Qp, COS + by, SIn 7

2 2
ol f est le prolongement périodique de f de période 2¢, c’est-a-dire

7 _J f(=), si—l<z<l et keZ;
f(HW)_{(f(—4)+f(e))/2, siz=—0,0 et keZ

En particulier, si f est continue au point xg, alors

o0
= aQ—O + Z {an cos (mrgxo

n=1

)b (772)]

Théoréme 2’ Soient f(z), une fonction dérivable sur l'intervalle [—¢,¢] et f(z) son prolongement
périodique de période 2¢. Si f () est continue sur R et si f'(x) est lisse par morceaux sur [—/, ¢], alors la
série de Fourier de f’(z) est obtenue de celle de f(z) en dérivant terme-a-terme et cette série converge vers
(f'(zo+) + f'(x0—))/2 ot f’ est le prolongement périodique de f’ de période 2¢. En d’autres mots, si

?0 i [ancos( )—i—b sm(m;xﬂ

est la série de Fourier de f(x)

1/t
aw=13 / f(x) da:
CJ e
avec an = 1/4 f(x) cos (m) dx our n > 1;
n — [ 72 g 9 p — )
b —1/€ f(x) sin(@) dx our n > 1;
n — g s E b p = Y

alors

(e (757) - (7)o ()]

n
est la série de Fourier de f/(z) et

(f'(xo+) -QF F(x0-)) _ i [(nbgw) cos (mre:co) B (naénr) ‘n (m;xo)] .

n=1

—

Preuve des théorémes 1’7 et 2”2 Nous pouvons démontrer les deux théoremes précédents en considérant
la fonction (de y au lieu de z) y — g(y) = f(¢y/m) définie sur l'intervalle [—m, w]. Si nous notons la série de
Fourier de g(y) par

AO + Z (A, cos(ny) + By, sin(ny))

n=1
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1 T

Ag = — dy;

0= [Wg(y) v
1 [7 .
avec A, = ;/ g(y) cos(ny) dy, sin>1;

1 (7 . .

B, = —/ g(y) sin(ny) dy sin>1;
ﬂ- —T

et

| &
+
ot

{an cos (?) + b, sin (?)} ,
= [ g

avec ay, = f/ f(z) cos @) dxr, pourn >1;

la série de Fourier de f(x)

by, E/ f(zx bln ) dx, pourn > 1,

alors Ay = ag, A, = a, et B, = b, pour tout n > 1. En effet, il suffit de considérer la substitution x = fy /=
et do = (¢/7)dy, alors

Aoz%/ﬂg(y) dy:i/_:f(i‘f) dy:i/if(fv)(g)dw=ao,

A, = %/W g(y) cos(ny) dy = %/j f (izr/) cos(ny) / f(z cos ) (%) dr = ay,

™

B, = %/W g(y) sin(ny) dy = %/ﬂ f (éf) sin(ny) / f(z sin nmc) (%) dx = by,.

Si f est lisse par morceaux sur 'intervalle [—¢, ¢], alors g est lisse par morceaux sur [—m, 7]. En utilisant le
théoréme 1 pour la fonction g(y), nous obtenons que la série de Fourier de g(y) converge pour tout yo € R
et

¢ ¢ o
(9(yo+) —;g(yo—)) _ (f (%Jr) ;rf <%_)) _ % n Z(An cos(nyo) + B sin(nyo)).

Mais en posant z¢g = (fyo/7) et parce que Ay = ag, A, = a, et B, = b, pour tout n > 1 nous obtenons que
la série de Fourier de f(x) converge pour tout zo € R et

rs rs o0

fleoth 100 8015 oveon (2) 40 (5)]
Ceci complete la preuve du théoreme 1°.

Si f(x) est dérivable sur [/, /], alors g(y) est dérivable sur [—7, 7] et ¢'(y) = (¢/m) f'(fy/m) par la

regle de chaines. Si le prolongement périodique f de f de période 2¢ est continu, alors nous aurons que le
prolongement périodique g de g de période 27 est aussi continu. Nous pouvons donc utiliser le théoreme 2

et la série de Fourier de ¢'(y) est obtenu de celle de g(y) en dérivant terme-a-terme, i.e. la série de Fourier
de ¢'(y) = (¢/7) f'(Ly/7) (avec les notations ci-dessus) est

o0

Z(an cos(ny) — nA, sin(ny)).

n=1
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En utilisant la substitution z = (¢y/7) et parce que A,, = a, et B, = b, pour n > 1, nous obtenons que la
série de Fourier de f'(z) est

Z;_O:l {nbn cos (L7;c> — na, sin (?)} .

Ceci est la série obtenue de la série de Fourier de f(x) en dérivant terme-a-terme. Nous obtenons de la
méme fagon la convergence et vers quelle valeur cette série de Fourier converge. Ceci complete la preuve du
théoreme 2’. al

Soit une fonction f(z) définie sur U'intervalle [0, £]. Nous définissons sa série de Fourier paire comme
la série

o0 ¢
ag nwT 2 nmT
5 + ,;:1 ap, COS (7) avec a, = Z/o f(x) cos (7) dxr pour n > 0.
Ceci est la série de Fourier de la fonction paire fpaive(x) définie par

[ f(x), size0,4];
Jpaire(7) = {f(—x)’ si x € [—£,0].

Nous définissons sa série de Fourier impaire comme la série
= nwT 2 [* nwT
an sin (7) avec b, = Z/ f(x) sin <7> dx pourn > 1.
n=1 0

Ceci est la série de Fourier de la fonction impaire fimpaire() définie par

f(x)v SiI’E}O,’/T};
fimpaire(x) = 07 six = 07
—f(=z), size[-m0[

Pour ce qui est de la convergence de ces séries de Fourier paire et impaire, il suffit d’utiliser les théoremes 1’
et 2’ pour les fonctions fpaire(2) €t fimpaire(z) selon que nous considérons la série paire ou la série impaire.

Exercice 5.1
Déterminer vers quelles valeurs chacune des séries de Fourier des numéros 4.5 et 4.6 convergent ponctuelle-
ment pour les valeurs de x suivantes: —m, —(7/2), 0, (7/2), .

Exercice 5.2
a) Calculer la série de Fourier de la fonction f(z) = 2% définie sur I'intervalle [—m, 7).
b) Utiliser le résultat obtenu en a) pour montrer que > -, n~? = 72/6.

Exercice 5.3
a) Calculer la série de Fourier de la fonction f(z) = z* définie sur I'intervalle [—, ).
b) Utiliser le résultat obtenu en a) pour montrer que > - n~% = 74/90.

Exercice 5.4
Trouver la série de Fourier de la fonction f(x) définie sur l'intervalle [—1, 1] si:

8) f(x) = cos(x), b) f(z) = sin(x), ¢) flz) = e,
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Exercice 5.5(7)
Soient f(z) et g(x) deux fonctions continues sur Uintervalle [a,b] telles que g(a) = 0 et g est dérivable et
croissante sur [a,b]. Montrer qu’il existe un nombre réel ¢ € [a, b] tel que

/a " fla) o) dx = (b / ' fle) da

Indice: Considérer la fonction F(z) = [ f(t) dt. Noter que F(z) est continue et F’(z) = f(z). Utiliser
I'intégration par parties pour évaluer I'intégrale fab f(z) g(x) dx.
Exercice 5.6(f)

Soient une suite {s,}°2; de nombres réels qui converge vers s. Notons par o,,, la moyenne arithmétique des
n premiers termes de la suite {s,}22 ;:

_(31+82+"'+Sn)
n — n .

Montrer que la suite {0, }52; converge aussi vers s.

o1






