CHAPITRE 10
CARACTERES DU GROUPE LINEAIRE DE RANG 2 SUR UN CORPS FINI

Dans ce chapitre, nous allons considérer le groupe linéaire G = GLy(F,) des matrices inversibles d’ordre
2 x 2 dont les entrées sont dans un corps fini F; ayant ¢ = p° éléments, oll p est un nombre premier, et
déterminer sa table des caracteres.

10.1 Rappelons que, pour toute puissance entiere ¢ = p® d’un nombre premier p, il existe un corps fini
F, ayant g éléments. De plus, tout autre corps ayant g éléments est isomorphe a F,. Il est aussi bien connu
que le groupe multiplicatif F; d’un tel corps est un groupe cyclique, c’est-a-dire qu'il existe un élément
CeFrtelque FY ={¢*"]a=0,1,...,(¢—2)} et (*' =1.

Fixons un corps fini F,, ou ¢ = p® est une puissance enticre de p (e € {1,2,3,...,}) et ‘une cloture
algébrique F, du corps F,. Nous noterons l'unique extension de degré 2 de F, contenue dans F, par F .
Alors F2 = {z € F | 29" =z} et F,={z€F, |29 =12} ={x €Fp|2?==x} Fixonsun générateur ¢ du
groupe cyclique quz tel que ¢ = £€971 est un générateur de Fy.

Notons par 1)’ : F;z — C*, un homomorphisme injectif de groupes. Par exemple, il suffit de prendre

Nous noterons par ¢ : Fy — C*, la restriction de ¢’ au sous-groupe F de FqXQ. Si nous reprenons
I'exemple ci-dessus, alors
2mna

q—1

w<<">=exp( ) 0<n<(g—1).

Fixons aussi un caractére multiplicatif non-trivial w : F; — C* du groupe additif F,. Comme F est
un groupe abélien fini, nous avons vu au chapitre 4 comment déterminer tous les caracteres multiplicatifs
de tels groupes. Dans le cas présent, il y a ainsi g caractéres multiplicatifs et il y a au moins un caractere
multiplicatif non-trivial. Nous aurons besoin de w : F; — C* dans la construction de certains caracteres
induits. Pour nos calculs, ce qui est essentiel est que w ne soit pas trivial.

Dans ce qui suivra, nous aurons a distinguer les cas ou p est impair et pair.

Lemme 10.2 (a) Si p est un nombre premier impair, alors (F)* = {® | x € FX} est un sous-groupe
de F d’indice 2.

(b) Sip=2, alors (Fy)* ={a* |z € F}} =F.

(c) Sip =2, alors la fonction F, — ¥, définie par x — z* + x est un homomorphisme de groupes
additifs de noyau {0,1} et dont l'image {z* + x | x € F,} est un sous-groupe d’indice 2 dans F,,.

Preuve: (a) Nous avons que 1 = 1% € (F))? et si 22, y? € (FX)?, alors 2?(y*) ™! = (zy~')? € (F))*
De ceci, nous pouvons conclure que (qu )2 est un sous-groupe de F. La fonction

Z/(¢q—1)Z — F; définiepar a+(¢—1)Z+— ¢*
est un isomorphisme et le sous-groupe (F;)2 correspond sous celui-ci au sous-groupe 2Z/(q — 1)Z. Noter
que (¢ — 1)Z C 2Z parce que ¢ est un entier impair. Donc F) /(F)? est isomorphe & Z/2Z.

(b) Ceci est une simple conséquence du fait que (¢ — 1) et 2 sont premiers entre eux. En utilisant
lalgorithme d’Euclide, nous obtenons que, pour tout a + (¢ — 1)Z € Z/(q — 1)Z, il existe un entier a’ tel
que 2a’ + (¢ — 1)Z = a+ (¢ — 1)Z. En considérant notre argument en (a), nous pouvons conclure que
(Fr)={a?|zcF } =F).

(c) Parce que la caractéristique de F est 2, alors nous avons
(x4 22 + (1 +a0) =22 + 25+ 21 + 20 = (22 + 1) + (23 + 20)
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et de ceci, nous obtenons que z — 2 4+ x est un homomorphisme de groupes additifs. Le noyau de cet
homomorphisme est {z € F, | 22 + 2 = z(z+ 1) = 0} = {0, 1}. Nous obtenons alors facilement que I'image
est un sous-groupe de F, de cardinalité ¢/2 et conséquemment d’indice 2

Lemme 10.3 (a) Si p est un nombre premier impair et A € FX\ (FX)?, alors il existe § quz tel que
52 = A.

(b) Sip=2et AeF,\{2? +x |z €F,}, alors il emlsteéEFqX2 tel que 8> +5 = A

Preuve: (a) Soit le générateur fixé £ du groupe cyclique quz. Lordre de € est ¢> — 1 = (g — 1)(¢ + 1).
Il existe un entier a, 0 < a < (¢> — 1), tel que A = £%. Nous avons que A9~1 = ¢9=1) = 1 car A € Fy.
Alors (¢ + 1) divise a. Posons a = (¢ + 1)m, ot m € N. Nous obtenons que

mig+1)\” mig + 1)
A=gmath) = [¢7 2 . Il suffit de poser §=¢ 2

(b) Ecrivons F,: = F,[61], ot 61 ¢ F,. Nous avons que 67 = ¢ + ddy, avec d # 0. En effet, si d = 0,
alors 67 = ¢ € F. Mais nous avons vu au lemme 10.2 (b) que les deux racines du polynéme X? — ¢ sont
des éléments de F, et ceci contredit notre hypothese que 6; ¢ Fy.

Il existe un élément d € F 2 \ F, tel que 63 + 62 € Fy\ {z?+z | x € F,}. En effet, il suffit de considérer
0y = d_lél. Alors 5% + 0y = (d_151)2 + (d_151) = d_Q(S% + d_151 = d_Q(C + d51) + d_1(51 =cd? € Fq.
De plus cd™? ¢ {2? + z | z € F,}, sinon, supposons que cd~? = x% + w1, alors les racines du polynome
X2+ X + ¢d2 sont les éléments distincts z1 et z1 + 1 de F,, mais comme d2 ¢ Fy et d2 est une des racines,
nous obtenons une contradiction. Posons A’ = 63 + d5.

Considérons maintenant A € F, \ {z> + z | = € F,}. Alors, parce que {z? + z | z € F,} est un
sous-groupe d’indice 2 de Fy, nous avons que A + A’ € {22+ z | x € F,}, i.e. il existe a € F, tel que
A+ A"=a?>+a Donc A =A"+a?>+a=205+6+a®>+a= (5 +a)+ (o +a). Il suffit de poser
d = d3 + a # 0 pour conclure la preuve de (b).

10.4 Si p est un nombre premier impair, fixons A € Fy\ (FX)? et § € qu2 tels que 62 = A; alors que,
sip=2, fixons A e Fy\{z#? +z|z€F,}etde F., tels que 62+ = A. Comme Fg2 est de degré 2 sur

F,, alors F2 = F[0] = {z+y0 |z, y € Fy}. Il est bien connu que Fg2 est une extension galoisienne de F,
dont le groupe de Galois a exactement 2 éléments. L’unique élément non trivial de ce groupe de Galois est

():Fp — Fgp, définie par z+— z=2%

Si p est un nombre premier impair, alors, comme ¢ ¢ F, et §, —d sont les deux racines distinctes du
polynéme X? — A € F,[X], alors § =67= etz +yd =12 —yd pour z, y € F,.

Sip = 2, alors, comme § ¢ F, et §, 0+1 sont les deux racines distinctes du polynoéme X2+ X+A € F [ X],
alors 0 =07=0+1letx+yd=(x+y)+ydpourz,yckF,

Notation 10.5 Etant donné un élément g € GLy(F,), alors nous noterons par cl(g): la classe de
conjugaison de g dans GLy(F,). Rappelons que la cardinalité #cl(g) de la classe de conjugaison de g
est égale & #cl(g) = #GL2(F,)/#Z(g), ou Z(g) est le centralisateur de g dans GLy(F,), c’est-a-dire
que Z(g) = {¢’ € GLz(Fy) | g¢’ = ¢’ g}. Nous obtenons facilement que la cardinalité de GLy(F,) est

(¢ = )(¢* —q)
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Notation 10.6 Nous allons définir des matrices inversibles de GL2(F,):

A(fﬂ):(g 2)’ ol CUEF;(; B(m)z("g i), ol xEF;;

C(I,y)=(€ 2) oz, yeF;, z#uy;

x yA . . .
<y " ), sl p est 1mpair;

D(z) = ol z:x+y5€F;2\F;etx7y€Fq
x yA .
, Sip=2;
<y ($+y)> P

Lemme 10.7 Avec les notations ci-dessus, nous avons les résultats suivants.

(a) Le polynéme minimal de A(xz) est X — x et la cardinalité #cl(A(x)) de la classe de conjugaison
cl(A(z)) est 1.

(b) Le polynéme minimal de B(z) est (X — z)? et la cardinalité #cl(B(x)) de la classe de conjugaison
c(B(x)) est > —1=(qg—1)(g+1).

(¢) Le polynome minimal de C(x,y) est (X —x)(X —y) et la cardinalité #cl(C(x,y)) de la classe de
conjugaison cl(C(z,y)) est ¢> +q = q(q+1). De plus, les matrices C(x,y) et C(y,x) sont conjugués dans
GLy(F,), c’est-a-dire cl(C(z,y)) = cl(C(y,z)) .

(d) Le polynome minimal de D(z) est

X2 - 22X + (22 — y2A), st p est impair;
(X = 2)(X —2) =
X2 +yX + (22 + 2y +y2A), sip=2,

et la cardinalité #cl(D(z)) de la classe de conjugaison cl(D(z)) est ¢* —q = q(q —1). De plus, les matrices
D(z) et D(Z) sont conjugués dans GLy(F,), c’est-a-dire cl(D(z)) = cl(D(%)).

Preuve: (a) Il est clair que (X —x) est le polynéme minimal de A(z). De plus, comme A(x) commute avec
toutes les matrices de GL2(Fy), alors le centralisateur de A(xz) dans GLo(F,) est GLo(F,) et #cl(A(x)) = 1.

(b) Comme

o= D] =(00) = [0 D)]=( 0)# (5 )

alors (X — z)? est le polynéme minimal de B(z). Si maintenant I'élément g € GL2(F,) appartient au
centralisateur de B(z), alors g est de la forme

g:(g 2) avec ac€Fy, beF,

et réciproquement toutes les matrices de cette forme sont dans le centralisateur de B(z). Donc nous obtenons
que #Z(B(x)) = q(qg — 1) et #cl(B(x)) = (¢* = 1) = (¢ = (g + 1).

(c) Il est clair que (X — x)(X — y) est le polynéme minimal de C(x,y). Si maintenant 1’élément
g € GLy(F,) appartient au centralisateur de C(z,y), alors g est de la forme

_(fa O x
g—(o d) avec a, d € Fj

103



et réciproquement toutes les matrices de cette forme sont dans le centralisateur de C(z,y). Donc nous
obtenons que #Z(C(x,y)) = (¢ — 1)? et #cl(C(x,y)) = (¢* + q) = q(¢ + 1). De plus,

(8 )cen(t 1)=(0 e (s §)=cmn

montre que les matrices C(z,y) et C(y,x) sont conjuguées
(d) Le polynéme
X2 - 22X + (22 — y2A), si p est impair;

(X = 2)(X —2) =
X2 +yX + (22 + 2y +y2A), sip=2,

est irréductible sur F,. En effet, les deux racines z et Z de ce polynome sont deux éléments de Fg2 \ F,,.
Comme

- 2 o (1 0Y (0 0
D -2:06) + @ -8 (5 1) = (5 7).
si p est impair et
(D()? +yD(=) + (@ +ay+28) (L O) = (0 0
0 1 0 0)’
si p = 2, nous obtenons que

X2 - 22X + (22 — y2A), si p est impair;
(X —2)(X—-2)=
X2 +yX + (2?2 + oy +y2A), sip=2,

est le polynéme minimal de D(z).

Si p est un nombre premier impair et supposons que I’élément g € GLo(F,) appartient au centralisateur
de D(z), alors g est de la forme

g:(i caA) avec a, c€F, tel que a?—AAN#0

et réciproquement toutes les matrices de cette forme sont dans le centralisateur de D(z). Noter que a®>—c?A =
0 si et seulement si @ = ¢ = 0 par notre choix de A. Donc nous obtenons que #Z(D(z)) = ¢*> — 1 et

#cl(D(z)) = (¢* — q) = q(g — 1). De plus,

(e 8) = (6 1)ea(d 1) -o

montre que les matrices D(z) et D(Z) sont conjuguées

Si p = 2 et supposons que g € GL2(F,) appartient au centralisateur de D(z), alors g est de la forme

g:(ccl (acfc)) avec a, c€F, tel que a?+ac+AA#£0

et réciproquement toutes les matrices de cette forme sont dans le centralisateur de D(z). Noter que a? +ac+
c®A = 0 si et seulement si a = ¢ = 0 par notre choix de A. Donc nous obtenons que #Z(D(z)) = (¢* — 1)

et #cl(D(z2)) = (¢* — q) = q(¢ — 1). De plus,

(2 )08 2) = (3 2o 2) oo
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montre que les matrices D(z) et D(Z) sont conjuguées

Proposition 10.8 Avec les notations du lemme 10.7, alors les classes de conjugaison de GLa(Fy) sont
cl(A(x)),z € qu;cl(B(:U))mc € Ficl(C(w,y)) = c(Cy,z)),z,y € FY, o #y; c(D(z)) = c(D(2)),z €
FqX2 \F; et nous avons le tableau suivant:

Classe cl(g) cl(A(x)) cl(B(z)) c(C(z,y)) = c(C(y,z)) c(D(z)) = cl(D(z))
#(cl(g)) 1 (¢*—1) (¢*+q) (¢* —q)
Nombre de classes (g—1) (¢g—1) (¢g—1)(g—2)/2 q(qg—1)/2

En particulier, GL2(F,) a (¢ —1)(qg + 1) classes de conjugaison.

Preuve: En considérant les polynémes minimaux des matrices A(x), B(z), C(z,y) et D(z) et parce que
deux matrices conjuguées ont le méme polynome minimal, nous obtenons que toutes les classes de conjugaison
cl(A(x)),x € FY; c(B(x)),x € FY; cl(C(z,y)) = cd(Cly,x)), v,y € F}, © #y; cl(D(z)) = cl(D(z)),z €

q’ a a’
F% \ F} sont distinctes. Pour compléter, il suffit de vérifier qu’il ne manque pas de classes de conjugaison
q q

a notre liste. Mais si nous additionnons le nombre d’éléments de ces différentes classes, nous obtenons

@- 0+ - -1+ (D) @+ (1) (@ - ) = #(6La(F )

De ceci, nous pouvons conclure qu’il ne manque pas de classes de conjugaison a notre liste. Le nombre de
classes de conjugaison est alors

(g—1(g—2) n q(qg—1)

5 5— = (@—1Dlg+1)

(=) +(@-1)+

Avant de déterminer les caracteres de degré 1 de GLo(F;), nous avons besoin d’un lemme sur les matrices
g de GLy(F,) de déterminant det(g) égal a 1.

Lemme 10.9 Le sous-ensemble SLy(F,) des matrices g de GLo(Fy) de déterminant det(g) =1 est un
sous-groupe normal de GL2(F,) dont la cardinalité est q(¢> — 1) = q(q + 1)(¢ — 1). De plus, ce sous-groupe
SLy(F,) est engendré par les matrices

1 =z 1 0 N
<0 1) et <y 1>, ouvzx, yeF,

Preuve: Comme det(gg’) = det(g) det(g’) et det(g~') = det(g)~! pour g,¢" € GL2(F,), nous obtenons
facilement que SLy(F,) est un sous-groupe normal de GLy(Fy).

Chaque matrice g de GLo(F,) peut s’écrire uniquement sous la forme

g (Cé Z) _ (degg ;J) (a/dit(g) b/dzt(g)) avec (a/dit(g) b/dzt(g)) € SLy(F,)

Nous obtenons que #(GL2(F,)) = (¢ — 1) x #(SLa(F,)) et ainsi #(SL2(F,)) = (> — 1)(¢®* — q) /(¢ — 1) =
a(¢®* — 1)
I nous reste & montrer que SL(F;) est engendré par les matrices

1 =z 1 0 N
(O 1) et (y 1), ouz, ycF,
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11 suffit de noter premierement les identités suivantes:

ER R T O RO |
(306D D6 (-6 D6 =
25 (5 )

Considérons une matrice

0 a!

0 > sia # 0.

Il
7N
= O
o |

—_
~
7N\

\
IS

(Z Z) € SLy(F,), C'est-a-dire ad —bc = 1.

Si a # 0, nous avons

a b a 0 1 0 1 a1b
e a)=lo o e 1 0 1 parce que ad — bc = 1;

alors que, si a = 0, nous avons b #£ 0, ¢ # 0 et

a b\ (0 b [0 1\ 'fc 0N[(1 ¢\ (0 —1\(c 0\ (1 ¢l
c d) \e da) -1 0 0 ctJ\o 1 )7 \1 0 0 ¢ct)J\o 1
parce que —bc = 1. De tout ceci, nous obtenons le résultat.

Proposition 10.10 (a) Si ¢ > 2, alors le sous-groupe dérivé de GLo(F,) est le sous-groupe SLs(F)
des matrices g de GLo(Fy) de déterminant det(g) égal a 1. De plus, GLy(F,) a exactement (¢q—1) caractéres
distincts de degré 1 et ceux-ci sont

W™ GLy(F) — €%, g—x{"(9) = [U(det(9)]", 0<m < (g—1).

(b) Si g =2, alors GL2(Fg) = SLy(F3) et GLo(Fy) est isomorphe au groupe symétrique Ss. Le sous-groupe
dérivé de GLy(F2) est le sous-groupe

o)) (o)t

De plus, GL2(F2) a exactement 2 caractéres distincts de degré 1 et ceuz-ci sont premiérement le caractére
trivial Xgo) :GLy(Fy) — C*, g+— Xgo) (9) = 1 et deuziémement le caractére Xgl) : GLy(Fy) — C*

défini par

w1 0y @0 1\ @f1 1Y\ (1)11_(1)10_(1)01__

Preuve: (a) 1l est facile de vérifier que Xgm) est un caractere de degré 1 de GLo(F,), pour tout m,

0 <m < (g—1). Ceci est une conséquence du fait que det(gg’) = det(g) det(g’) pour g,¢" € GL2(F,), que ¢
est un homomorphisme de groupes et finalement que la fonction C* — C* définie par z —— 2™ est aussi
un homomorphisme de groupes. Ces homomorphismes sont distincts parce que

A (§ ) e =wor = (§ ) = m=n,



ou 0 <m, m' < (q—1). En effet, comme v est injectif, ¢)(¢) est une racine primitive complexe de 1 d’ordre
(¢ — 1). De ceci, nous déduisons facilement que m = m’.

Pour terminer, il nous faut vérifier qu’il ne nous manque pas de caracteres de degré 1. Nous avons vu au
lemme 4.13 que ce nombre de caracteres de degré 1 est I'indice du sous-groupe dérivé. Si nous montrons que
le sous-groupe dérivé de GLo(F,) est SLy(F,), alors nous aurons que l'indice du sous-groupe dérivé dans

GLy(F,) sera
) _ (=1 —q)

F) o
F) - @

Pour un commutateur g;gsg; ‘g5 de GLa(F,), nous avons det(g1gag; g5 ") = 1. De ceci, nous pouvons
déduire que le sous-groupe dérivé D(GL2(Fy)) de GLo(Fy) est contenu dans SLy(F,). Comme nous avons
vu au lemme précédent, SLy(F,) est engendré par les matrices

1 =z 1 0 N
(O 1) et (y 1), ouz, ycF,

Il suffit donc de montrer que chacune de ces matrices est un commutateur pour pouvoir conclure que
D(GLy(F,)) = SLy(F,). Soit un élément w € F,, w # 0, 1. Alors nous obtenons ceci des expressions
suivantes:

(55 ( ) (3 ) (5 ) (0 ) e
(; ?):<(1) 3)) (y/(wl—l) (1)> ((1) g>_l<y/(w1_1) (1)>—1 pour y € F,

Noter qu’ici nous utilisons le fait que ¢ > 2 et qu'il existe alors un élément w € Fy, w # 0, 1.

(b) Nous avons que #(GL2(F2)) = #(SL2(F2)) = 6 et conséquemment GLo(F3) = SLa(F3). 1l est
facile de voir qu’il y a exactement 3 droites vectorielles dans F3, & savoir

1 1 0
LO:FQ(O)’ L1=F2(1>7 Loo:F2(1>

et les éléments de GLy(F2) permutent ces droites. Nous obtenons ainsi un homomorphisme de GL3(F2)
avec Ss et, par inspection, un isomorphisme. Les autres propriétés de la partie (b) de la proposition sont
des simples conséquences de cet isomorphisme et de notre étude au chapitre 4. Nous avons déterminé au
chapitre 4 (voir 4.10) la table des caracteres de Ss.

(G Ly
(SLa

#
#

10.11 En résumé, si ¢ > 2, alors les (¢ — 1) caracteres irréductibles de degré 1 de GLy(F) sont présentés
dans le tableau suivant

Classe

cl(C(a,y)) = cl(Cly, x))

[ (zy)]™

cl(D(z)) = cl(D(2))

[ (z2)™

on0<m< (¢g—1).
Si ¢ = 2, alors les 2 caracteres irréductibles de degré 1 de GLo(F,) sont présentés dans le tableau
suivant:

Classe cl(A(1)) cl(B(1)) c(D(8)) = cl(D(6))
X (9) 1 1 1
Xt (9) 1 1 1
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Dans ce dernier cas, aucune matrice de GLy(F,) ne peut étre conjuguée a une matrice de la forme C(z,y)
avec x,y € Fy et z # y.

10.12 Nous allons maintenant considérer des caractéres induits. Soient le sous-groupe B des matrices
triangulaires supérieures de G = GLo(F,), le sous-groupe T' des matrices diagonales de GLy(F,) et le
sous-groupe U des matrices unipotentes de B, c’est-a-dire

p={(4 %) | wnaer, weo) ro{(0)
{3 )] ver)

Il est facile de vérifier que le sous-groupe 7' est isomorphe au produit direct F* x F* du groupe multiplicatif
F; avec lui-méme et que le sous-groupe U est isomorphe au groupe additif F,;. Nous avons aussi que
#(B) =alg—1)% #(T) = (¢ - 1)? et #(U) = q.

Etant donné deux entiers m, n tels que 0 < m, n < (¢ — 1), nous pouvons considérer la fonction i, n)
de B:

a,d € Fg, ad;éO},

Hnm) : B — € définie par (g Z) — Ji(mn) (g Z) = (@)™ ()"

Cette fonction est un caractere multiplicatif de B. En effet, il est facile de vérifier

a; by as by _ a; by az by
H(m,n) 0 dl 0 d2 - /-l'(mm) 0 dl ,u'(mm) 0 d2

10.13 Nous noterons par X,(JTin)i le caractere de la représentation induite Indg (K(momy), 00 <m, n <

(¢—1).
Il est nécessaire pour calculer le caractere Xf;Tin) d’étudier l'action de G sur G/B en réalisant G/B
comme l’espace des droites vectorielles de F?]. Notons par P(F,): l'espace projectif de Fi, c’est-a-dire

P(F,) = {L C F2 | L sous-espace vectoriel de dimension 1}. Nous convenons de noter les éléments de F
comme des vecteurs colonnes. Nous noterons par L, x € Fy et L les droites vectorielles suivantes:

Lm:Fq<glc) pour x € F, et Loo:Fq((1)>

et par gz, © € Fy et goo les matrices de GLo(F,;) suivantes:

1 0 0 1
gx—(x 1> pour x € F; et goo_(l 0).

Lemme 10.14 (a) P(F,) ={L, |z € F;} U {L} et la cardinalité de P(F,) est #P(F,) = (¢+1) =
4G/ #B.

(b) GLo(Fy) agit transitivement sur P(F,) par g- L = g(L) et le stabilisateur de la droite vectorielle Ly
est B.

(¢) La fonction 7 : G/B — P(F,), gB +— 7(9B) = g(Lo) est bien définie et bijective. De plus, elle
est G-équivariante, c’est-a-dire T(g9'B) = g - 7(¢’B) pour tout g, ¢’ € G. En particulier, gg' B = ¢'B si
et seulement si la droite vectorielle T(g'B) est contenue dans un sous-espace propre dans Fg de la matrice
geG.

(d) L’ensemble X = {g, | x € Fs} U {goo} est un ensemble de représentants des classes a gauche de G
sutvant le sous-groupe B. De plus g,(Lo) = Ly pour x € Fy et goo(Lo) = Loo.
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Preuve: (a) Soient une droite vectorielle L de Fg et un vecteur v non-nul de L. Alors nous avons que

1 .
a<a1b> ’ Sla?’éo; La—lb, sia;«éO;
v = < z> = et nous obtenons L =
b<(1)), sia=0; Lo, sia=0.

Donc P(Fy) = {L, | © € F;} U{Lx}. Il est alors facile de calculer la cardinalité de P(F,) comme étant
P(Fy) = (¢+1) = #G/#B.

(b) I est tres facile de vérifier que G x P(F;) — P(Fy), (9,L) — g - L = g(L) est une action bien
définie. Pour s’assurer qu’elle est transitive, il faut se rappeler le fait qu'une base d’un sous-espace V' d’un
espace vectoriel V' peut étre complétée en un base de V. Si nous considérons deux droites vectorielles L et
L’ de F? et deux bases B = {v1}, B’ = {v|} de L et L’ respectivement, alors nous pouvons compléter ces
bases de L et L’ en des bases de F2: {vy,v2} et {v},v5}. Sinous considérons 'unique transformation linéaire
T :F2 — F2 telle que T'(v1) = v} et T(v2) = vj et g € GLa(F,), sa matrice associée (dans la base standard
de F?2), alors g(L) = L'. Ceci montre la transitivité.

Calculons le stabilisateur de la droite vectorielle Lg. Nous avons

(1 )= = (L0 ()= (1)em = o=

et, de ceci, nous obtenons que le stabilisateur de Ly est bien B.

(c) Le fait que la fonction 7 est bien définie et bijective est une conséquence de (b). 7 est G-équivariante,
parce que 7(99'B) = (99') - Lo = g - (¢’ - Lo) = g - 7(¢’ B). Nous avons aussi que g¢’'B = ¢'B si et seulement
si 7(gg’B) = 7(¢'B) si et seulement si g - (7(¢'B)) = g(7(¢’B)) = 7(¢’ B). Donc la droite vectorielle 7(g'B)
est contenue dans un sous-espace propre de g dans Fi.

(d) Pour vérifer que X est I’ensemble de représentants des classes a gauche de G suivant le sous-groupe
B, il suffit de noter que g, - Lo = Ly si € Fy et goo - Lo = Log. Ceci est facile a démontrer.

Théoréme 10.15 (a) Les valeurs du caractére induit Xf;:in) sur les classes de conjugaison sont données

dans le tableau suivant:

cl(g) cl(A(z)) cl(B(z)) cl(C(x,y)) cl(D(2))
X9 | @+ D@ | @) | @) ) + )" @) 0

(b) Xé’:’ln) — X((Z’Jlr:?l) pour tout 0 < m, n < (g —1).

(c) Si0<m<n<(qg—1),0<m' <n' <(¢g—1) et Xé:’_l’l”) = Xéj_’/l’"/), alors (m,n) = (m/,n’).
(d) Si0<m<n<(¢g—1), alors

(mm) _(m.n) _
<X‘1+1 » Xat1 )GLQ(Fq) {

En particulier, si0 <m <n < (¢ —1), alors x
(e) Si0<m < (¢g—1), alors

1, sim#mn;
2, sim=n.

(m;n)

g+1  est un caractere irréductible de G Lz (Fy)

(m,m) <m>) _
(Xq“ X GLy(Fy)
et x\™ = Xf;iim) — X(lm) est un caractére irréductible de GLo(Fy).
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(f) Si0<m < (qg—1), alors les valeurs du caractére XS]”) sur les classes de conjugaison sont données

dans le tableau suivant:

cl(g) cl(A(z)) | cl(B(z)) cl(C(z,y)) cl(D(2))

Mg) | alw(@)Pm 0 () v)]™ | ~[z)]™

X

(g9) Si0<m, m'"<(qg—1) et Xgm) = Xl(zm/), alors m =m/’.

Preuve: (a) Pour calculer Xt(;fi") (g), il nous faut premieérement déterminer les sous-espaces propres de

g dans Fg. Sig = A(x) avec = € F;, alors A(z) a une seule valeur propre: z et le sous-espace propre
correspondant est F2. Dans ce cas, nous avons A(x)g' = g’A(z) si ¢’ € X, ot A(x) € B, et conséquemment
X((I"J:’l") (A(z)) = (¢ + D[p(x)]™[(x)]". Sig = B(z) avec € F, alors B(z) a une seule valeur propre: x
et le sous-espace propre correspondant est Lo. Dans ce cas, nous avons B(z)gy = goB(z), ou B(z) € B,
et conséquemment Xf]Ti”)(B(ac)) = [(@)]"p(z)]". Sig = C(z,y) avec x # y € F, alors C(z,y) a deux
valeurs propres distinctes: x et y. L’espace propre de C(x, y) correspondant & x est Lg et celui correspondant
ay est Loo. Nous avons C(x,y)go = 90C(z,y), ou C(z,y) € B, et C(z,y)gc = 9o C(y,z), o0 C(y,z) € B,
et conséquemment 1\ (C(a,y)) = (@) ()" + ()" [E(@)]". Si g = D(2), ot = € F% \ Fy, alors
D(z) a deux valeurs propres: z et Z. Comme celles-ci n’appartiennent pas F, il n’y a pas d’élements de

P(F,) contenus dans un sous-espace propre sur F,. Conséquemment Xé’:’ln)(D(z)) =0.

(b) De (a), nous obtenons que X;Tin) = Xt(;ﬂn)

(c)Si0<m<n<(¢g—1),0<m' <n' <(¢g—1)et X,(::in) = X((IT;’” ), alors nous voulons montrer que
(m,n) = (m/,n’). Rappelons que ( est un générateur du groupe multiplicatif FS et 1 est un homomorphisme
injectif de F dans C*. Donc () est une racine primitive complexe de l'unité d’ordre g — 1.

Si m = n, alors montrons que m’ = n’. En effet, nous avons

Xm(C(¢, 1) = 2O = O™ + QO] = X" (CG ) = 2= RO T+ O

et, en considérant la partie réelle de [w(C)]ml_m + W(C)]"Lm, nous obtenons que m’ = n’ = m et nous avons
bien (m,n) = (m/,n’). Nous pouvons donc supposer que m < n et, par symétrie, que m’ < n’. Sans perte
de généralités, nous pouvons aussi supposer que m < m/’.

Si m = m/, alors de

XP(B(O) = (O™ = [ =X (B(C) = (m4n)=(m+n') (modg—1).

De ceci, nous pouvons conclure que n =n’ (mod g — 1) et, parce que 0 < n, n’ < (¢ — 1), nous obtenons
n=n'"et (m,n) = (m',n).
Nous pouvons donc supposer que m # m’. Nous avons donc 0 <m <n < (¢g—1),0 <m/ <n’ < (¢—1)

et m < m'. A cause de ces inégalités, nous pouvons nous restreindre au cas ol ¢ > 3 et conséquemment
¢ # ¢~'. Nous allons montrer qu’il y a alors une contradiction avec le fait que X((;_l’ln) = Xfﬁl’n ) lorsque nous
supposons 0 <m<n<(¢g—1),0<m’ <n' <(¢g—1) et m<m'.

Nous avons
X (C(CCT) = QI + R(OP ™ = RO ™ + (O ™ = X (¢
et, de ceci, nous pouvons conclure que les parties réelles de [1(¢)]"™ et de [1)(¢)]™ ~™ sont égales. Nous

avons soit [1(0))" ™ = [H(O]" ™, soit [B(Q))" ™ = (O]

Rappelons que nous avons aussi

X, 1) = X)) = WO + O = O] + O] (+)



Si [(O)]*™ = [(¢)]™ ~™', alors n —m = n/ —m’. De (%), nous obtenons

WOI™ (L + O™ = QI 1+ O™ = (O = WEOI™) (1 + [ ™) =o.

Comme 0 <m <m’ < (¢ — 1), alors

(1™ =) #0 et (1+(Q)"™) =0,

De ceci, nous pouvons conclure que p doit étre impair et

-1 -1 -1
n—m:n’—m’:q? = n:m—i—qT et n’zm’—k%.

Nous obtenons ainsi que
-1 -1
(n+m) =2m+qT <2m’ + q? = (n' +m).
Comme

X(BO) = Q)™ = (O™ =X NBQ) = (mAn)=(m' +4) (mod g 1),

alors m' +n' =m+n+(g—1) et

1
m':m—i—T = n'=m+(qg-1)>(q-1).

Cette derniere inégalité est absurde par nos hypotheses.
Si [(O)]™™ = [(O)]™ ', alors n —m = m’ —n’ + (¢ — 1). De (%), nous obtenons

(O™ (L + O™ = (O (1+ O™ ™) = (I = Q™) 1+ [(O1"™) =0,
car [p(Q)]™ " = (O] = [p(Q))" ™. Comme 0 < m < m/ < n' < (¢ 1), alors

(I = RI") #0 et (L+@OI"™) =0.
De ceci, nous pouvons conclure que p doit étre impair et

-1 —1 1
n*m:m’fn#(qfl):qT = n:m+qT et n/:m’+qT.

Nous obtenons ainsi que
q— 1 I q— 1 / I
(n+m)=2m+T<2m —l—T:(n +m’).
Comme
X (B(Q) = (O™ = QI ™ = X" (BE) = (m4n)=(m' +n) (modg-1),
alors m' +n' =m+n+(g—1) et
— /

m'zm—i—T = n'=m+(q-1)>(q-1).

Cette derniere inégalité est absurde par nos hypotheses.
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(d) Nous allons calculer (X((IT’l"), X,(JTin)) ( en utilisant le théoreme de réciprocité de Frobenius
Ly (F

q

(corollaire 6.12). Ainsi

(m,n) ( (m,n

(m,n) _ m,n) G _ )G
(Xq+1 y Xg+1 )GLQ(Fq) —( q+1 > [N(mm)TB])GLZ(Fq) = ([Xqul LBl H(m,n))B

Il nous suffit donc de déterminer le terme de droite de cette équation. Calculons premierement les classes de
conjugaison de B. Nous avons

a b\ (d V\[(a b\ ' [d (—ab+at+bd)/d

0 d 0 d 0 d —\0 d
dans B. De ceci, nous obtenons facilement que B a ¢(q¢ — 1) classes de conjugaison et, en utilisant les
notations de 9.6 (avec les mémes conditions pour x et y), celles-ci sont énumérées dans le tableau suivant:

Classe clp(g) clp(A(x)) clp(B(x)) clp(C(z,y))
#(cls(g)) 1 (¢-1) q
Nombre de classes (¢g—1) (¢g—1) (g—1)(¢g—2)

Il suffit de procéder comme nous 'avons fait pour la proposition 10.8 en calculant le centralisateur de chacun
des représentants des classes de conjugaison. Il faut noter ici que les matrices C(z,y) et C(y,x) ne sont pas
conjuguées dans B lorsque x,y € qu avec x # y. Il nous manque aucune classe de conjugaison, parce que
(q—1)+(g—1)%?+4q(qg—1)(g—2) = q(q — 1)> = #B. Nous obtenons donc

Y g+ @)™ )]+

(mmn) G ) —
([Xq+l 1Bl mm) B qlg—1)2 2EF )

+ Y [@IMWI" + )" @] @ )]

z,yeFy x#y

X (g+1)(@—D+(q—1)*+qlg—1)(q—2)

Tdq—z | te Y. WETYIMay

z,yeFy aty

Pour compléter la preuve de (d), il nous faut étudier
Yoo e MRy = Y By (%)
z,yeFy xy z,y€F} x#y

1

Si nous utilisons la substitution z = xy~!, nous obtenons que (&) devient

Yo Wy = Y EITT =0 Y RETT -1 (&%)

RIS e Y2 €F e 2€F)
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Rappelons que 0 <m <n < (g — 1). Si m = n, alors (&) devient (¢ —1)((¢ —1) —1) = (¢ — 1)(¢ — 2). Si
m < n, alors

[\v]

q—

)™ — k(n—m) _ [w«“)](n—m)(q—l) -1 _
EZF BT = i) OIS e

car [(Q)]"™™ # 1 et [(¢)]97! = 1. De tout ceci, nous obtenons que si m < n, alors (&') devient —(q — 1).
Donc

1 9(g =1)(g=2), sim=n;

(m,n) G ) _ 3 2
([Xq«‘rl lB]? N(m,n) B (q3_2q2+q) q q +

{ 2, sim=mn;

1, sim<n.
Pour terminer la preuve, il suffit de noter que X,(]Tin) est irréductible lorsque 0 < m < n < (¢ —1), a
cause de la proposition 3.2 et parce que Xéﬁf’ln) est un caractere et ( (m.n) (m’")) o 1.
GLy(F,

Xg+1 > Xg+1
(e) Nous procédons comme nous l’avons fait en (d) en utilisant le théoreme de réciprocité de Frobenius.
Ainsi

—q(qg—1), sim < n.

(xf,"j’{”), X" = ([Mm,m) 15, 2™

= (m) G)
>GL2(FQ) (M(m,m)v i LE] 5

Il nous suffit donc de déterminer le terme de droite de cette équation.

) GLo (Fq)

Y W@PTW@P + ) (¢ D@ )P

(N(mmw [x&%]) I S B
| oty S g B@I )] @) )
z,y€F g oy
1

= o e D+ -1 raa-1e-2)] =1

Comme (X((ﬁim)7 ng)c _— 1, alors X,(Jm) = Xgrﬁ’lm) - Xgm) est un caractére de GLo(F,). De plus
La(F,
comme (X((Jilim)a X((JTim))GL2(Fq) = 2, nous obtenons par linéarité que (X((Im), X,(Jm))GLZ)(Fq) = 1 et ainsi

xém) est irréductible.

(f) Les valeurs du caractére xy™ = Xfﬁ:’lm) — x{™ sont facilement obtenues de 10.11 et du théoreme
10.15.

(g) Supposons que 0 < m, m’ < (¢—1) et Xgm) = X((Im ), alors nous voulons montrer que m = m’. Nous
avons

XT(C(C 1) =[O = (O™ =x{"(CG 1) = m=n,
parce que ¥(() est une racine primitive complexe de I'unité d’ordre (¢ — 1).

10.16 Si nous résumons ce que nous avons obtenu jusqu’a maintenant, nous avons (¢ — 1) caracteéres

irréductibles distincts de degré 1, (¢ —1)(q — 2)/2 caracteres irréductibles distincts de degré (¢+1) et (¢—1)
caracteres irréductibles distincts de degré ¢, soit au total

2(g — 1)+ 1= 1)2(‘1 —2) _(¢- 1)2(q +2)
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caracteres irréductibles. Comme il y a (¢ — 1)(¢ + 1) classes de conjugaison dans GLy(F,), il nous manque

(g—1)g+1)— 9= 1)2(q+2) _ q(q2_ 1)

caracteres irréductibles, c’est-a-dire environ la moitié des caracteres irréductibles.

10.17 Nous allons maintenant considérer des sous-groupes de GL2(F,) et induire de ceux-ci pour obtenir
les caracteres irréductibles manquants. Nous allons considérer une extension de notre notation présentée en
10.6.

Siz=x+ydc F;z, olt z, y € Fy, alors posons

(;j yﬁ) , si p est impair;

zr  yA .
(v 5y wr=

Il est facile de vérifier que D(z) € GL2(Fy) lorsque z € FqXQ. En fait, la matrice D(z) est celle associée a

D(z) =

la transformation linéaire z : F 2 — F 2 définie par 2/ — 22’ par rapport a la base {1,0}. De plus, D(z)

est diagonalisable pour tout z € FqXQ. En effet, si z € F7, alors D(z) est diagonale et a une seule valeur

propre z avec multiplicité 2; alors que si z € quz \ F, D(z) a deux valeurs propres distinctes: z et Z.
Lemma 10.18 La fonction D : qu2 — GLy(F,) est un homomorphisme injectif de groupes.

Preuve: Si z1 =x1+y10, 20 =22+ Y20 € qu2, avec 1, 2, Y1, Y2 € Fy, alors il nous faut vérifier que
D(z122) = D(z1)D(z2). Si p est impair, nous avons que

1 A T3 Y2 A (T122 + 1192 D) (T1y2 + 2y1)A
D(z1)D(z2) = = = D(2122),
Y1 T Y2 o T2 (T1y2 + 2y1) (7172 + Y1y2 A)

car z120 = (11 +y1 0)(z2 +y26) = (1122 + Y192 A) + (2192 + 2291 )5. Rappelons que §2 = A. La fonction D
est clairement injective.

Si p est pair, nous avons

x1 ylA €2 yzA

D(21)D(z2)
y1 (21 +w1) Y2 (22 +y2)

(x122 + y1y2 A) (x1y2 + Toy1 + y1y2)A
= D(ZIZ2)a

(x1y2 + Toy1 + y1y2) (T122 + T1Y2 + T2y1 + Y1Y2 + Y1Y2A))

car z1zp = (21 +y10) (22 +y26) = (2172 + Y192 A) + (21y2 + T2y1 + y1y2)8. Rappelons que §° +6 = A. La
fonction D est clairement injective.

Notation 10.19 Posons

T’:{D(z)EGLg(Fq)\zGFqXQ} ot H:{(S 2) aeF;,bqu}

Lemma 10.20 (a) T est un sous-groupe de GLo(F,) isomorphe au groupe cyclique qug. En particulier
T a (¢*> — 1) éléments.
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(b) H est un sous-groupe de GL2(F,) ayant q(q — 1) éléments.

(c) Soit m € Z. Alors O, : T" — C* définie par 0,,,(D(2)) = [{'(2)]™, ot 2 € F, est un caractére
multiplicatif bien définie de T'.

(d) Soit m € Z. Alors n,, : H— C* définie par

Mm (8 Z) = [¥(a)]"w(b/a), otacFS beF,

est un caractére multiplicatif de H.

Preuve: (a) Nous avons vu au lemme 10.18 que D est un homomorphisme injectif de groupes. Comme
T’ est 'image de F;z par D, le résultat est une conséquence facile de ce fait.

(b) 1l est facile de vérifier que
~1 _ _ .
1 0 a; by as by aja;y 1 (a5 1y, — aja;y 2b2)
(0 1) €eH et = € H.
0 a1 0 ao 0 a1a2_1

De ceci, nous pouvons conclure que H est un sous-groupe de GL2(F,). Il y a (¢ — 1) choix possibles pour a
et ¢ choix possibles pour b. Conséquemment la cardinalité de H est ¢(g — 1).

(¢) Comme D est une fonction injective, alors 6,, est bien définie. Si z1, 29 € F;z, alors nous avons

Om(D(21)D(22)) = O (D(2122)) = [V’ (2122)]™ = [ (21)¢" (22)]™
= [0 (20)]" Y (22)]™ = 0m(D(21))0m(D(22))

parce que D et 1’ sont des homomorphismes de groupes.
(d) Si ai,as € F; et bl,bg S Fq, alors

ar b az by . araz  (arby +agzby)\ m arby + azby
w (5 ) (5 ) = (M0 @ne)) = mene (22

= e e (2 + 2) = e () pare (2)

_ al bl a9 b2

Nous avons utilisé le fait que w est un caractere multiplicatif du groupe additif F; et que 7 est un caractere

multiplicatif du groupe multiplicatif F . De ceci, nous pouvons conclure que 7,,, est un caractere multiplicatif
de H.

Proposition 10.21 Soit m € Z. Considérons les représentations induites Ind$, (0,,) de la représenta-
tion 0., du sous-groupe T' au groupe GLo(F,) et IndS (nm) de la représentation n,, du sous-groupe H au
groupe GLo(F,). Notons respectivement les caractéres induits correspondant par [0y, T%] et par [Nm Tfl]

a) Les valeurs des caractéres induits [0, 15.] et [nm 1] sur les classes de conjugaison sont données
T m | g Jug
dans le tableau suivant:

cl(g) cl(A(z)) c(B(z)) | cl(C(z,y)) cl(D(2))
0 151(9) | (¢ — @[ (@)]™ 0 0 [+ ()]
[ 18)9) | @ = D@ | )" 0 0




(b) Nous avons

(g—1), si(q+1) ne divise pas m;

([em Tg’L [Hm Tg'])GL2(Fq) -
q, si (g +1) divise m.

(¢) Nous avons
([nm Tg]v [1hm Tg])GLQ(Fq) =q

(d) Nous avons
([em T%]v [nm Tg])GLQ(Fq) = (q - 1)

Preuve: (a) Par la proposition 5.4, nous avons

1 _
0m191(9) = 7 >, Om(h™'gh).
=

h—lgheT’

Sig = A(z), ou z € FY, alors g = D(z 4+ 00) € T et h™'gh = g pour tout h € G. De ceci, nous

obtenons que By, (h~1gh) = O (g) = [/ (2)] = [(z)]"™ et

(¢ —1)(¢* —q)
(*-1)

g
7]

[0 15)(A(2)) [p()]™ = (@)™ = (¢ — Dl (2)]™.

Si g = B(x), ou v € F, alors g n’est pas diagonalisable sur F, et ceci reste valable pour toutes les

matrices conjuguées h='gh, ou h € GL3(F,). Comme tous les éléments de T’ sont diagonalisables, alors
h='gh & T’ pour tout h € GLy(F,) et
[0, 15/](B(2)) = 0.

Sig=C(z,9), ou 7,y € FX et x # y, alors g a deux valeurs propres distinctes x et y et celles-ci
appartiennent toutes les deux a F*. Les valeurs propres de D(z) pour z € quz sont distinctes si et seulement
size FZQ \ F et dans ce cas, elles sont égales & z et z. Donc h™'gh & T" pour tout h € GLy(F,) et

[0 15/)(C (2, y)) = 0.

Sig=D(z),ouz=x+yd € quz \F avec x, y € F, alors les seules matrices h~lgh de g appartenant
a T’ sont D(z) et D(Z) en considérant les valeurs propres de ces différentes matrices. Il nous faut donc
déterminer toutes les matrices h € GLz(F,) telles que h~'gh = D(z) et toutes celles h € GLy(F,) telles que
h='gh = D(z).

Si p est impair et

est telle que h~tgh = D(z) alors

r yA a b\ (a b x yA

Yy x c d) \ec d y x )
Parce que y # 0 et que h € GLy(F,), nous obtenons facilement que d = a, b = cA et (a,c) # (0,0). La
réciproque est aussi vraie. Ainsi

a cA
c a

{h € GLy(F,) | h"'gh = D(2)} = {h: ( ) ’ (a,c) # (0,0)}
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et cet ensemble a (g2 — 1) éléments. Si p est impair et

h= <Z Z) € GLy(F,)

est telle que h=1gh = D(Z) alors

o) n) = )

Parce que y # 0 et que h € GL2(F,), nous obtenons facilement que d = —a, b = —cA et (a,c) # (0,0). L
réciproque est aussi vraie. Ainsi

{h € GLy(F,) | h"'gh = D(2)} = {h = (“ —cA

© ) a0}

et cet ensemble a (g2 — 1) éléments.

Si p est pair et

h = <f3‘ Z) € GLy(F,)

est telle que h=1gh = D(z) alors

(Z (nyrAy)) (i Z):<Z z) (Z (nyrAy))'

Parce que y # 0 et que h € GL2(F,), nous obtenons facilement que d = (a + ¢), b = cA et (a,c) # (0,0).
La réciproque est aussi vraie. Ainsi

(h e GLy(F,) | h~'gh = D(2)} = {h: (‘2 (ff@) ‘ (a,c);é((),())}

et cet ensemble a (g2 — 1) éléments. Si p est pair et

h = (i Z) € GLy(F,)

est telle que h~1gh = D(Z) alors

() (e a)=( (" 7).

Yy xT

Parce que y # 0 et que h € GL2(F,), nous obtenons facilement que d = a, b =a + cA et (a,c) # (0,0). L
réciproque est aussi vraie. Ainsi

(h e GLy(F,) | h-'gh = D(2)} = {h _ (ch (a+cA)

) woz00]

et cet ensemble a (g2 — 1) éléments.

De tout ceci, nous obtenons que

0u1E1DE) = g5 (18 = 10D + (@ = DIA(D(ED) = )" + ()"

Nous avons ainsi calculé les valeurs du caractere [0, 1].
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Calculons maintenant les valeurs du caractére [n,, Tg] Par la proposition 5.4, nous avons

[anﬁ](g)=ﬁ > nm(hgh).

heaG
h—lgheH

Si g = A(z), on x € FJ, alors g € H et h='gh = g pour tout h € G. De ceci, nous obtenons que

N (R~ gh) = 1m(g) = [ (2)]™ et

_ Gl
|H|

(¢ = 1(¢®—q)

G
[ T5)(A@)) =T

(@)™ = [W(@)]™ = (¢* = D[ (@)™

Si g = B(x), ou z € F), alors les seules matrices de H conjuguées (dans GLy(Fy)) & g sont de la forme

/
(g l;) avec b’ # 0.

11 nous faut donc déterminer pour chaque b € F l'ensemble des matrices

a b z 1 a b a b z b
h—<c d)eGLg(Fq)esttelleque (O x><c d>_(c d)(() :1:)

Nous obtenons facilement que ¢ = 0, ab’ = d et a # 0. Donc

freamna |- (5 2)}- (- 4)

et cet ensemble a g(q — 1) éléments. Nous avons aussi que

acFy, bqu}

X

m (5 ) = wmew)a)

Conséquemment

1186 = -t ¥ atae= 0 (5 0) = X @ ww/o)

S q(g—1 y .
b EF Y EF

=@ > wb'/z) =)™ Y wd),
bEF) S

en utilisant la substitution b = b’/x et en notant que la fonction ¥’ — b” = b’/x est une bijection du
groupe multiplicatif F dans lui-méme. Pour compléter notre calcul, il faut noter que

S ow)=-1, car Y w®")=qwp, =0 = > wb)=-w0)=-1

b EF )} b EeF, S
parce que w n’est pas trivial. Finalement nous obtenons
G
191 (B(@)) =~ ()]

Sig=C(x,y),ouz,y€FSetr#youencore g=D(z), 0l z=x+yd € F;<2 \F; avec z, y € FS,
alors g n’est pas conjugué a aucun élément de H. Donc

[ 151(Cl2,9)) =0 et [ 15)(D(2)) = 0
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Ceci termine la preuve de (a).
(b) Par le théoréme de réciprocité de Frobenius, plus précisément le corollaire 6.12, alors

(0u19). 019D ap,qe, = O 1FUEL. 0n)g = iz 3 [0 1EEND(E) 02(D)

X
zEFq2

. Yo (@ = Q@ W@+ Y (W] + R ED™) R

T A, .
zeF; .zqu2
zQF;
— 1 —1)m
=@ |« - D@ D - la-1)+ > W
zeF:2
L zéF;
L P 1 yla—Dm
ZGF;;
L ZQF;
II nous faut donc calculer la somme
> () m
zEF:2
zeF;

en considérant soit que (g + 1) ne divise pas m, soit que (¢ + 1) divise m.
Si (¢ + 1) ne divise pas m, alors [¢/(£)](9=1™ # 1 et la somme recherchée devient alors

1(e)](a-m(g®>~1) _
> eI = X e - ¥ weeim = O = - = -

Z€F %, ZEF%, zeFy
q q
ngj

car (@)D = 1 et [p(]@-me D =1,
Si (g + 1) divise m, alors [¢/(€)]©@~D™ = 1 et la somme recherchée devient alors

ST WENI = (-1~ (¢-1) = (¢* — ).

X
z€F
q2
X
zQFq

De tout ceci, nous obtenons facilement que

(g—1), si(g+ 1) ne divise pas m;

(1015, [Om T%DGLZ(M - {
g, si (g + 1) divise m.

(c) Par le théoreéme de réciprocité de Frobenius, plus précisément le corollaire 6.12, alors

([77m Tg]a [T TJCL:I])GLz(Fq) = (Hnm Tg]lfl}’ nm)H

e DICER Ko N a SR S e e 7y
1 [ .
T e 1) _(‘f ~Dle-1- Z w(y/:zc)] .
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Mais comme nous l’avons vu en (a), nous obtenons pour chaque z € F; que
> wly/z)= ) wly/z)=-1.
yeF yeF

Donc
1

q(q—1)

(d) Par le théoreéme de réciprocité de Frobenius, plus précisément le corollaire 6.12, alors

([0 5] 015D e,y = (@ -D@-D+@-1)] =q

(0m 151, [an%])GLz(Fq) = ([[6m T2 1LG], M) = q(%_l) > (@ - Q@) ()™
zGF;
(@ -9e-1
 qlg-1) =(@-1)

car 0,,(B(z)) = 0 pour tout x € F.

Notation 10.22 Soit un entier m € N tel que 0 < m < (¢*> — 1) et (¢ + 1) ne divise pas m, alors le
(m)

4—1- Rappelons que nous avons défini en 7.20

caractere généralisé [n, 14] — [0 15/] de GLo(F,) sera noté x
la notion de caractere généralisé.

Théoréme 10.23 (a) Soit un entier m € N tel que 0 < m < (¢*> —1) et (¢+1) ne divise pas m, alors le

caractere généralisé X( )1 est un caractére irréductible et les valeurs de X( )1 sur les classes de conjugaison

sont données dans le tableau suivant

cl(g) cl(A(z)) c(B(z)) | cl(C(z,y)) cl(D(2))

M) | @ D@ | k@) 0 —(WEIm+EM

(b) Soient deua: entiers m,m’ € N distincts tels que 0 < m #m’ < (¢*> — 1) et (¢ + 1) ne divise pas m

et m'. Alors Xé ;= X( ™) i et seulement si m' = gm (mod ¢* —1).

Preuve: (a) Les valeurs de X((In_l)l sur les classes de conjugaison sont facilement obtenues de la proposition

10.21. Pour compléter la preuve de (a), il suffit de vérifier & cause du lemme 7.21 que Xgrf)l (A(1)) > 0 et
que (Xgm)l, Xt(z )1)G Lo(F,) = 1 et, de ceci, nous pourrons conclure que X( ™) est un caractére irréductible. En
effet, nous avons X( )(A(l)) =(g—1) >0, ainsi que

(m)

(™ = ([ 15 = 10w 1F), 11m 151] = 0m1F]) 61,

= ([ang]v [nm T}CL;I])G -2 ([nm T(P,}]v [em T%DG —+ ([em T%]? [em T%DG
=¢—20¢g-1+(-1=1

)GLz(Fq)

parce que (¢ + 1) ne divise pas m.

(b) T est facile de vérifier que ™ )= X(m) lorsque m’ = gm  (mod ¢? — 1). Supposons maintenant

qg—1 =
que Xém;) = ((1_)1 et montrons que m’ = gm  (mod ¢? —1). Comme Xé@l (B(C)) = —[(O)]™ = —[p(O)]™ =

X,(zm1)(B(O), nous avons [(C)]™ = [¢(€)]@HD™ = [/ (£)]@FD™ = [1)(¢)]™ par nos choix de ¢ et de €.
Nous noterons Iélément [1(¢)]™ = [(¢)]™ par x. Aussi de

XMUD(E) = = ([ (©)™ + [ (©))7™) = —(W'©)]™ + [ (©))17™) = X" (D(€)),



’

nous obtenons que [4/(6)]™ + [¢/(€)]7 = [/ () + [/(€)]™. Ainsi

[ + W' @) (O™ = (O] + [ (O] = W@ +r[ (€]

et ainsi

PR GRS SRS S W (9) it U 9)
v - e = (g - i) ( e )'

Par nos hypothéses sur m et m’, nous avons que [¢/(€)]™ — [¢/(€)]™ # 0. Nous pouvons donc conclure que

W)™ = k=[O = mam =(¢g+Dm (mod¢®—1) = m' =gm (modg?—1).

Remarque 10.24 Pour chaque paire d’entiers distincts {m,m’} avec 0 <m # m/ < (¢> —1) et (¢+1)
ne divise pas m et m’, alors nous obtenons un caractére irréductible X((]"f)l = X((]Tl) de GLy(F,) et pour une
autre paire d’entiers distincts {mq, m}} # {m,m/}avec 0 < my # m} < (¢ — 1) et (¢ + 1) ne divise pas m4

et mj, alors XéTi) #* X((JT)l- Donc le nombre de caractéres irréductibles de degré (¢ — 1) de GLy(F,) obtenus
au théoreme 10.23 est ) )

1<(q2_1)_(q 1)>:qq

2 (¢+1) 2

Suite & 10.16, nous avons ainsi obtenu tous les caracteres irréductibles de GLo(F,).

10.25 En résumé, si ¢ > 2, alors la table de caracteres de GLo(Fy) est

cl(g) cl(A(x)) cl(B(x)) cl(C(x,y))
X" (9) [t ()2 [t ()2 [t (xy)]™
Xy e) | @ D@ | @ | @) )]+ )" @)
xi™ (9) gl (@) 0 () Y(y)™
X9 | @ D@ | =) 0
cl(g) cl(D(2))
X" (9) [ (z2)]™
X (g) 0
xi™ (9) ~[p(ez)"
X9 | =@+ [ @)

Dans cette table, les colonnes sont indexés par les classes des matrices: A(x) pour chaque z € F; B(z) pour
chaque = € F; C(z,y) pour chaque paire {z,y} C Fy, x # y; D(z) pour chaque paire {2, z} C qug \Fy.

Les lignes sont indexées par les caracteéres: xgm) pour 0 <m < (¢ —1); XéTin) pour 0 <m <n < (q¢—1);

XS]”) pour 0 < m < (g —1); X((;f)l pour chaque paire {m + (¢ — 1)Z,qm + (¢* — 1)Z} C Z/(¢*> — 1)Z telle
que 0 <m < (¢ — 1) et (¢ + 1) ne divise pas m.

Si g = 2, alors GLy(F2) est isomorphe au groupe symétrique Ss et sa table de caractere a été déterminée
au chapitre 4 (voir 4.10).
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Remarque 10.26. Les caracteres xgm), Xfﬁin) et XS{”) sont dits étre dans la série principale, c’est-a-dire

(m)
q—1
discrete, c’est-a-dire qu’ils n’apparaissent dans aucun des caracteres induits [M(m,n) Tg].

Le caractere X,SO) est appelé le caractere de Steinberg. Les valeurs de X((IO) sur les classes de conjugaison

sont données dans le tableau suivant

qu’ils apparaissent dans les caracteres induits [f(m ) Tg]. Les caracteres x sont dits étre dans la série

cl(g) c(A(z)) | c(B(x)) | c(C(z,y)) | c(D(2))

X (g) q 0 1 -1

Ainsi ce caractere est de degré: la plus grande puissance de p divisant #(GL2(F,)) et il s’annule pour les
matrices qui ne sont pas diagonalisables sur F,, c’est-a-dire celles de la classe cl(B(z)). C’est un exemple
d’un caractére unipotent. Il y a deux caractéres unipotents pour GL3(F,), un pour chaque partage de 2:
Xgo) et X,(JO). Le caractere de Steinberg X,SO) joue un role similaire pour le groupe linéaire au caractere signe
pour le groupe symétrique.
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