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PRÉFACE

Ces notes s’adressent aux étudiantes et étudiants du cours Représentation des groupes (Sigle: MAT7400).
Elles constituent la matière pour un cours de deuxième cycle d’une quarantaine d’heures. Elles sont divisées
en dix chapitres. Nous y traitons de la théorie des représentations et des caractères ordinaires des groupes
finis. Nous décrivons entre autres des caractères irréductibles du groupe symétrique, du groupe alterné et
du groupe linéaire de rang 2 sur un corps fini. Un chapitre traite aussi brièvement des repésentations des
groupes compacts.

D’avance je remercie toute personne qui me signalera les lapsus et autres coquilles qui m’auraient
échappés.

Robert Bédard, juillet 2008.
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CHAPITRE 1

SOURCE DE LA THÉORIE - FROBENIUS

Dans ce premier chapitre, nous allons décrire le problème qui a incité Frobenius (1849 - 1917) à créer
en 1896 la théorie des représentations pour les groupes non commutatifs et généraliser celle des caractères
des groupes abéliens finis. Pour ces derniers groupes, Gauß et Dirichlet avaient déjà utilisé ces caractères
dans leurs travaux en théorie des nombres. Rappelons qu’un caractère χ d’un groupe abélien fini G est une
fonction non-nulle χ : G→ C telle que

χ(g1g2) = χ(g1)χ(g2) pour tout g1, g2 ∈ G.

C’est d’ailleurs à Gauß que nous devons le terme de caractères. Mais la généralisation aux groupes non
commutatifs a été nécessaire pour répondre à une question sur les déterminants de groupe. Cette dernière
notion n’a plus vraiment d’intérêt maintenant, la théorie des représentations étant nettement plus essentielle
en mathématiques. Nonobstant ce jugement nous allons premièrement rappeler cette notion de déterminant
de groupe.

Dedekind (1831- 1916) a défini le déterminant de groupe lors de son étude du discriminant d’un corps de
nombres K (i.e. extension finie normale de Q) et G = {g1, g2, . . . , gn}, son groupe de Galois. Étant donnée
une base {w1, w2, . . . , wn} de K (comme espace vectoriel sur Q), alors le discriminant ∆ est défini comme
étant ∆ = D2, où

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
g1w1 g1w2 · · · g1wn
g2w1 g2w2 · · · g2wn

...
...

. . .
...

gnw1 gnw2 · · · gnwn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Un cas spécial important est lorsque tous les éléments wi sont les conjugués d’un élément w fixe et dans ce
cas nous pouvons prendre comme base de K: {g1w, g2w, . . . , gnw} . Conséquemment

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
g1g1w g1g2w · · · g1gnw
g2g1w g2g2w · · · g2gnw

...
...

. . .
...

gng1w gng2w · · · gngnw

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Cette dernière matrice a suggéré à Dedekind d’étudier dans l’anneau commutatif C[xg | g ∈ G] le

polynôme défini par le déterminant de la matrice dont les lignes et colonnes sont indexées par les éléments
de G et l’entrée à la ligne g et colonne g′ est xgg′ . Éventuellement Dedekind a considéré le déterminant
Θ = det(xg(g′)−1) de la matrice dont les lignes et colonnes sont indexées par les éléments de G et l’entrée à
la ligne g et colonne g′ est xg(g′)−1 . Toutes les entrées sur la diagonale de cette dernière matrice sont égaux
à la variable xe correspondant à l’élément neutre e de G. Θ est le déterminant de groupe. Lorsque G est
commutatif, Dedekind a noté une relation entre les caractères de G et Θ. Nous pouvons illustrer ceci pour
le groupe Z/nZ.

Exemple 1.1 Si G = Z/nZ = {0, 1, 2, . . . , n− 1}, alors

Θ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 xn−1 xn−2 · · · x1

x1 x0 xn−1 · · · x2

x2 x1 x0 · · · x3
...

...
...

. . .
...

xn−1 xn−2 xn−3 · · · x0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
n−1∏
i=0

n−1∑
j=0

ρijxj

 =
∏
χ

[∑
g

χ(g)xg

]
,

où ρ est une racine primitive nième de l’unité, le produit dans la dernière expression étant sur l’ensemble
des caractères de G et la somme, sur les éléments de G.
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Il est facile de démontrer ceci. En effet, pour i = 0, 1, 2, . . . , (n− 1), il suffit de noter que le vecteur

vi =


1
ρi

ρ2i

...
ρ(n−1)i


est un vecteur propre de valeur propre

[∑n−1
j=0 ρ

−ijxj

]
. Les vecteurs v0, v1, . . . , vn−1 sont linéairement

indépendants et forment ainsi une base de Cn. Conséquemment la matrice
x0 xn−1 xn−2 · · · x1

x1 x0 xn−1 · · · x2

x2 x1 x0 · · · x3
...

...
...

. . .
...

xn−1 xn−2 xn−3 · · · x0


est diagonalisable et son déterminant est le produit des valeurs propres.

Dedekind a observé dans plusieurs exemples que ces déterminants de groupe pouvaient être factorisé
en plusieurs termes. En 1886, il a étudié cette question de factorisation pour des groupes non commutatifs.
Par exemple, pour le groupe symétrique S3 ou encore le groupe des quaternions {±1,±i,±j,±k}, Dedekind
a noté que tous les facteurs ne sont pas toujours linéaires.

Exemple 1.2 Considérons le cas où G est le groupe symétrique S3 et posons x = x123, u = x213,
u′ = x132, v = x231, v′ = x312, y = x321, alors le déterminant de groupe∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x u u′ v′ v y
u x v y u′ v′

u′ v′ x u y v
v y u x v′ u′

v′ u′ y v x u
y v v′ u′ u x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
est égal à

(x+u+u′+v+v′+y)(x−u−u′+v+v′−y)(x2−u2−u′2 +v2 +v′2−y2 +uu′−xv−xv′+uy+u′y−vv′)2.

En 1896, Dedekind a communiqué ces résultats à Frobenius avec aussi la conjecture (à moitié démontré)
que le nombre de facteurs linéaires est l’ordre du groupe abélien G/G′, où G′ est le sous-groupe dérivé de
G, i.e. le sous-groupe engendré par tous les éléments xyx−1y−1 avec x, y ∈ G. Six mois plus tard, Frobenius
pouvait expliquer complètement la factorisation de Θ pour tout groupe fini G.

Nous allons maintenant définir ce qu’est une représentation linéaire d’un groupe fini. Nous ne con-
sidérerons que les représentations complexes (ou encore ordinaires) dans ces notes. Dans ce chapitre, G
désignera toujours un groupe fini.

1.3 Soit un espace vectoriel V sur C. GL(V ) désignera le groupe des automorphismes de V , i.e. des
endomorphismes linéaires T : V → V inversibles. Si V est de dimension finie et B = {v1, v2, . . . , vn}, une
base de V , alors pour tout T ∈ GL(V ), [T ]BB désignera la matrice (aij)1≤i,j≤n définie par

T (vj) =
n∑
i=1

aijvi pour tout j = 1, 2, . . . , n.

Comme T est inversible, il est bien connu que la matrice [T ]BB est inversible. Nous noterons par GLn(C):
le groupe linéaire, i.e. le groupe des matrices inversibles dont les entrées sont complexes. Il est aussi bien
connu que

[ ]BB : GL(V )→ GLn(C), T 7→ [T ]BB
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est un isomorphisme de groupes.
Nous allons supposer pour la suite que V est de dimension finie n > 0 et B = {v1, v2, . . . , vn}, une base

de V .

Définition 1.4 Une représentation linéaire complexe de G dans V est un homomorphisme (de
groupes) R : G → GL(V ). En d’autres mots, R associe un automorphisme R(g) de V à tout élément g de
G et satisfait aussi la propriété que R(gg′) = R(g)R(g′) pour tout g, g′ ∈ G. V est appelé l’espace de la
représentation et dim(V ) = n est le degré de R.

À cause de 1.3, une représentation linéaire est aussi un homomorphisme (de groupes) R′ : G→ GLn(C).
En effet, il suffit de prendre R′(g) = [R(g)]BB. Très souvent nous ferons ce passage de GL(V ) à GLn(C). Le
contexte nous permettra d’éviter toute confusion.

Définition 1.5 Deux représentations R1 : G → GL(V1) et R2 : G → GL(V2) du groupe G sont dites
équivalentes s’il existe un isomorphisme (d’espaces vectoriels) T : V1 → V2 tel que TR1(g)T−1 = R2(g)
pour tout g ∈ G.

À cause de 1.3, deux représentations linéaires R′1 : G→ GLn1(C) et R′2 : G→ GLn2(C) sont équivalen -
tes si et seulement si n1 = n2 et qu’il existe une matrice P inversible d’ordre n1×n1 telle que PR′1(g)P−1 =
R′2(g) pour tout g ∈ G.

Définition 1.6 Étant donné une représentation linéaire R : G→ GL(V ) et un sous-espace vectoriel U
de V . Nous dirons que U est un sous-espace stable de V (relativement à R) si et seulement si R(g)(u) ∈ U
pour tout g ∈ G et u ∈ U . Dans un tel cas, R(g) induit un automorphisme bien défini RU (g) de U
en considérant sa restriction à U et nous obtenons alors facilement que RU : G → GL(U) est aussi une
représentation de G. Nous dirons que RU est une sous-représentation de R.

Si V 6= 0 et que les seuls sous-espaces stables (relativement à R) de V sont 0 et V , alors nous dirons
que R est une représentation irréductible de G.

Énumérer toutes les représentations irréductibles de G à équivalence près et comprendre leurs structures
est l’un des objectifs majeurs de la théorie des représentations. Celles-ci forment les briques à partir desquelles
les autres réprésentations sont construites.

Exemple 1.7 Soit V = C. Alors GL(V ) est le groupe multiplicatif C× du corps C. La représentation
triviale de G est obtenue par R : G→ C× avec R(g) = 1 pour tout g ∈ G. Nous noterons celle-ci par Rtriv.
Il est clair que Rtriv est une représentation irréductible.

Exemple 1.8 Soit V = C|G|. Notons par {vx | x ∈ G}: une base de V indexée par les éléments de G.
À g ∈ G, nous associons l’unique transformation linéaire Rreg(g) de V telle que Rreg(g)(vx) = vgx pour tout
x, g ∈ G, i.e.

Rreg(g)

(∑
x∈G

ax vx

)
=
∑
x∈G

ax vgx.

Il est facile de vérifier que Rreg(g)Rreg(g′) = Rreg(gg′) pour tout g, g′ ∈ G et que Rreg(e) = IdV . De cette
observation, nous obtenons que Rreg(g) est un automorphisme de V pour tout g ∈ G et Rreg : G→ GL(V )
est une représentation. Celle-ci est dite être la représentation régulière de G, que nous noterons par Rreg.
Il est facile de vérifier que Rreg n’est pas irréductible si G 6= {e}. En effet,

C

(∑
x∈G

vx

)
=

{∑
x∈G

axvx

∣∣∣∣∣ ax = a ∈ C pour tout x ∈ G

}

est un sous-espace stable de V de dimension 1 différent de 0 et V , parce que |G| > 1.

Exemple 1.9 Supposons que le groupe G agit sur l’ensemble fini X 6= ∅. Nous pouvons généraliser la
construction ci-dessus. Soit V = C|X|. Notons par {vx | x ∈ X}: une base de V indexée par les éléments
de X. À g ∈ G, nous associons l’unique transformation linéaire RX(g) de V telle que RX(g)(vx) = vgx pour
tout x ∈ X, g ∈ G, i.e.

RX(g)

(∑
x∈X

ax vx

)
=
∑
x∈X

ax vgx.
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Il est facile de vérifier que RX(g)RX(g′) = RX(gg′) pour tout g, g′ ∈ G et que RX(e) = IdV . De cette
observation, nous obtenons que RX(g) est un automorphisme de V pour tout g ∈ G et RX : G → GL(V )
est une représentation. Celle-ci est dite être la représentation par permutation de G sur X, que nous
noterons par RX . Si |X| > 1, alors RX n’est pas irréductible. En effet, si O est une orbite de G dans X,
alors

C

(∑
x∈O

vx

)
=

{∑
x∈O

axvx

∣∣∣∣∣ ax = a ∈ C pour tout x ∈ O

}
est un sous-espace stable de V de dimension 1 différent de 0 et V , parce que |X| > 1.

Nous allons maintenant décrire quelques constructions élémentaires de représentations obtenues à partir
de représentations données de G.

Définition 1.10 Soient une représentation linéaire R : G → GL(V ), un ensemble {Ui | 1 ≤ i ≤ k} de
sous-espaces vectoriels de V tel que V est la somme directe ⊕ki=1Ui. Si chacun des Ui est stable relativement à
R, on dit alors que R est la somme directe (interne) des sous-représentations RUi et nous écrirons ⊕ki=1RUi

dans ce cas.
Maintenant étant donné un ensemble de représentations linéaires Ri : G→ GL(Ui) avec 1 ≤ i ≤ k, alors

nous pouvons construire une représentation de G sur la somme directe (externe) V = ⊕ki=1Ui en posant

R(g)(u1 ⊕ u2 ⊕ · · · ⊕ uk) = R1(g)(u1)⊕R2(g)(u2)⊕ · · · ⊕Rk(g)(uk).

Il faut vérifier que R(g) est bien un automorphisme de V et que R(gg′) = R(g)R(g′) pour tout g, g′ ∈ G.
Nous noterons R par ⊕ki=1Ri.

À cause de 1.3 nous pouvons aussi décrire ceci matriciellement. Si R′i : G → GLni
(C) sont des

représentations linéaires, alors la somme directe ⊕ki=1R
′
i est définie par

(
⊕ki=1R

′
i

)
(g) =


R′1(g) 0 0 · · · 0

0 R′2(g) 0 · · · 0
0 0 R′3(g) . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · R′k(g)


Définition 1.11 Soient deux représentations linéaires R1 : G→ GL(V1), R2 : G→ GL(V2) de G. Soit

l’espace vectoriel V = Hom(V1, V2) des transformations linéaires T : V1 → V2. Nous pouvons définir une
représentation R de G sur Hom(V1, V2) par la formule

R(g)(T ) = R2(g)TR1(g−1) pour tout g ∈ G et tout T ∈ Hom(V1, V2).

En effet, il est facile de vérifier que R(g) est une transformation linéaire de V . Il suffit de noter que

R(g)(a1T1 + a2T2) = R2(g)(a1T1 + a2T2)R1(g−1) = a1R2(g)(T1)R1(g−1) + a2R2(g)(T2)R1(g−1)
= a1R(g)(T1) + a2R(g)(T2)

pour tout a1, a2 ∈ C et T1, T2 ∈ Hom(V1, V2). De plus R(g) est inversible et son inverse est R(g−1) car

R(g) ◦R(g−1)(T ) = R(g)
(
R2(g−1)TR1(g)

)
= R2(g)R2(g−1)TR1(g)R1(g−1)

= R2(gg−1)TR1(gg−1) = R2(e)TR1(e) = T

et similairement R(g−1) ◦ R(g)(T ) = T pour tout g ∈ G et T ∈ Hom(V1, V2) parce que R1 et R2 sont des
homomorphismes.

Finalement R est un homomorphisme de groupes parce que

R(g1g2)(T ) = (R2(g1g2)TR1((g1g2)−1) = R2(g1)R2(g2)TR1(g−1
2 )R1(g−1

1 )

= R2(g1)
(
R(g2)(T )

)
R1(g−1

1 ) = R(g1) ◦R(g2)(T )
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pour tout g1, g2 ∈ G et T ∈ Hom(V1, V2) parce que R1 et R2 sont des homomorphismes. De ceci nous
pouvons conclure que R(g1g2) = R(g1)R(g2) pour tout g1, g2 ∈ G. Nous noterons la représentation R par
Hom(R1, R2).

Il est aussi possible de donner une représentation matricielle de Hom(R1, R2) en prenant par exemple
la base {Tij : V1 → V2 | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} de Hom(V1, V2) obtenue en définissant Tij comme l’unique
transformation linéaire telle que

Tij(uk) =
{
vi, si k = j;
0, sinon.

où {u1, u2, . . . , un} et {v1, v2, . . . , vm} sont des bases de V1 et V2 respectivement. Hom(V1.V2) est isomorphe
à l’espace Matm×n(C) de matrices d’ordre m × n ayant des entrées complexes et nous obtenons avec ces
choix de bases, la représentation R′(g)(M) = R′2(g)MR′1(g−1), où g ∈ G et M ∈Matm×n(C).

Un cas particulier important de la construction précédente est obtenu lorsque R2 est la représentation
triviale TrivG. Alors V2 = C et conséquemment V = Hom(V1,C) = V ∗1 est l’espace dual de V1. Dans ce
cas, Hom(R1, T rivG) est la représentation contragrédiente associée à R1 et nous noterons celle-ci par
R∗1.

Dans ce dernier cas, il est facile de décrire la représentation matricielle de la représentation con-
tragrédiente. En prenant la base {u∗1, u∗2, . . . , u∗n} de V ∗1 duale de la base {u1, u2, . . . , un} de V1, alors la
représentation contragrédiente de R′1 : G→ GLn(C) est obtenue par

(R′1)∗ : G→ GLn(C), g 7→ (R′1)∗(g) = (R1(g−1))T

où (M)T est la matrice obtenue en transposant M .

Définition 1.12 Soient deux représentations linéaires R1 : G→ GL(V1), R2 : G→ GL(V2) de G. Nous
pouvons définir une représentation R de G sur le produit tensoriel V1 ⊗C V2 par la formule R(g)(v1 ⊗ v2) =
R1(g)(v1)⊗R2(g)(v2). Pour vérifier que R est bien définie et est une représentation de G, il suffit d’utiliser
de la définition du produit tensoriel ainsi que ses propriétés. R est le produit tensoriel de R1 et R2 et
nous noterons cette représentation par R1 ⊗C R2 ou encore R1 ⊗R2 si aucune confusion est possible quant
au corps de base C.

Théorème 1.13 Soient une représentation linéaire R : G→ GL(V ) du groupe fini G et un sous-espace
vectoriel U de V stable relativement à R. Alors il existe un sous-espace vectoriel U ′ de V stable relativement
à R et complémentaire à U , i.e. V = U ⊕ U ′.

Preuve: Soit un sous-espace W complémentaire de U dans V , i.e. V = U ⊕W . Nous ne supposons pas
que W est stable pour R. Soit la projection correspondante P : V → U , i.e. tout v de V peut s’écrire d’une
et d’une seule façon comme une somme v = u + w avec u ∈ U et w ∈ W , alors P (u + w) = u. P est une
transformation linéaire. Considérons

P ′ =
1
|G|

∑
g∈G

R(g)PR(g−1).

Alors l’image P ′(V ) de P ′ est contenue dans U . En effet, PR(g−1)(v) ∈ U , parce que P est la projection de
V sur U et, comme U est un sous-espace stable, nous obtenons que R(g)PR(g−1)(v) ∈ U et

1
|G|

∑
g∈G

R(g)PR(g−1)(v) ∈ U.

Conséquemment P ′ est une transformation linéaire P ′ : V → U . Il nous faut étudier P ′

Montrons premièrement que P ′(u) = u pour tout u ∈ U . Étant donné que U est stable, alors
R(g−1)(u) ∈ U pour tout g ∈ G et tout u ∈ U . Comme P est la projection sur U , nous obtenons que
PR(g−1)(u) = R(g−1)(u). Mais de ceci, nous obtenons que

R(g)PR(g−1)(u) = R(g)R(g−1)(u) = R(gg−1)(u) = R(e)(u) = u
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pour tout g ∈ G et u ∈ U . Finalement nous obtenons

P ′(u) =
1
|G|

∑
g∈G

R(g)PR(g−1)(u) =
1
|G|

∑
g∈G

u =
|G|
|G|

u = u.

Une autre propriété de P ′ est que P ′R(g) = RU (g)P ′ pour tout g ∈ G. En effet,

P ′R(g)(v) =
1
|G|

∑
x∈G

R(x)PR(x−1)R(g)(v) =
1
|G|

∑
x∈G

R(x)PR(x−1g)(v) =
1
|G|

∑
y∈G

R(gy)PR(y−1)(v)

=
1
|G|

∑
y∈G

R(g)R(y)PR(y−1)(v) = R(g)

 1
|G|

∑
y∈G

R(y)PR(y−1)(v)


= R(g)P ′(v) = RU (g)P ′(v) parce que P ′(v) ∈ U et U est stable.

Considérons le sous-espace vectoriel U ′ = ker(P ′) de V . Montrons que U ′ est un sous-espace satisfaisant
les propriétés recherchées dans le théorème.

U ′ est stable relativement à R, car si v ∈ U ′ = ker(P ′), alors P ′R(g)(v) = RU (g)P ′(v) = RU (g)(0) = 0
et R(g)(v) ∈ U ′ = ker(P ′) pour tout g ∈ G.

V = U ⊕ U ′. En effet, pour tout v ∈ V , nous avons v = P ′(v) + (v − P ′(v)), où P ′(v) ∈ U et
(v−P ′(v)) ∈ U ′ = ker(P ′), car P ′(v−P ′(v)) = P ′(v)−P ′(P ′(v)) = P ′(v)−P ′(v) = 0, car P ′(v) ∈ U . Ceci
montre que V = U + U ′. Il nous faut aussi vérifier que U ∩ U ′ = 0. Si u ∈ U ∩ U ′, alors u = P ′(u) = 0. Le
théorème est ainsi démontré.

Remarque 1.14 Dans le théorème précédent, il peut exister plusieurs sous-espaces U ′. Par exemple si
G = {e}, alors tous les sous-espaces vectoriels de V sont stables relativement à toute représentation. Ainsi
tout sous-espace vectoriel complémentaire à U satisfait les propriétés du théorème.

Théorème 1.15 Toute représentation linéaire R : G → GL(V ) du groupe G est équivalente à une
somme directe ⊕ki=1Ri de sous-représentations Ri : G→ GL(Ui) irréductibles de G, où i = 1, 2, . . . , k.

Preuve: Nous démontrons le théorème par induction sur dim(V ). Si R est irréductible, alors nous avons
terminé. Sinon il existe un sous-espace vectoriel U distinct de 0 et V , stable relativement à R. Par le
théorème 1.13, il existe un sous-espace vectoriel U ′ complémentaire à U et stable. Donc la représentation R
est équivalente à RU ⊕ RU ′ . Par induction et parce que dim(U) < dim(V ) et dim(U ′) < dim(V ), alors RU
et RU ′ sont équivalentes à des sommes directes de sous-représentations irréductibles. Nous obtenons ainsi le
théorème.

Remarque 1.16 La décomposition dans la théorème précédent n’est pas unique. Il suffit encore une
fois de considérer le cas de G = {e}, alors tous les sous-espaces vectoriels de V sont stables relativement à
toute représentation. Ainsi toute décomposition de V en somme directe de droites L est une décomposition
comme celle du théorème 1.15.

1.17 Nous allons maintenant reconsidérer les déterminants de groupe. Soient des nombres complexes
xg ∈ C, un pour chaque g ∈ G. Alors la matrice correspondant à la transformation linéaire

T =
∑
g∈G

xgRreg(g)

définie sur l’espace V = C|G| de la représentation régulière relativement à la base B = {vg′ | g′ ∈ G} définie
à l’exemple 1.8 est [T ]BB = (xg(g′)−1)g,g′∈G . En effet pour tout g′ ∈ G, nous avons que

T (vg′) =
∑
g∈G

xg Rreg(g)(vg′) =
∑
g∈G

xg vgg′ =
∑
g∈G

xg(g′)−1vg.

Donc le déterminant de groupe Θ est égal à det(T ). Noter que nous trichons légèrement en ayant spécialisé les
variables xg à des nombres complexes. Mais par le théorème 1.15, V est une somme directe de sous-espaces
stables et irréductibles. Nous obtenons donc que Θ = det(T ) est le produit du déterminant des restrictions
de T à ces sous-espaces irréductibles. Pour obtenir une factorisation de Θ, il est nécessaire de décomposer
Rreg en sous-représentations irréductibles. Nous étudierons cette question au prochain chapitre.
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CHAPITRE 2

LEMME DE SCHUR ET THÉORIE DES CARACTÈRES

Dans ce second chapitre, nous allons associer une fonction complexe χR : G → C, son caractère, à
toute représentation R : G → GL(V ). En utilisant ces fonctions, nous pourrons décrire plus tard comment
décomposer une représentation en représentations irréductibles. Le premier pas dans cette théorie est un
résultat dû à Schur. Schur (1875 - 1941) était un étudiant de Frobenius à Berlin et il a appris la théorie à
ces débuts. Le lemme de Schur, un résultat élémentaire, a été démontré en 1905 et a grandement simplifié
la théorie. Une fois ce lemme démontré, nous l’utiliserons pour étudier les caractères des représentations.

2.1 Étant deux représentations R1 : G → GL(V1) et R2 : G → GL(V2) de G, alors HomG(V1, V2)
désignera l’ensemble de transformations linéaires T : V1 → V2 telles que R2(g)T = TR1(g) pour tout g ∈ G.
Il ne faut pas confondre HomG(V1, V2) avec Hom(V1, V2). Plus précisément, HomG(V1, V2) est un sous-
espace vectoriel de Hom(V1, V2). Il est facile de vérifier ceci. En effet, si a1, a2 ∈ C et T1, T2 ∈ HomG(V1, V2),
alors

R2(g)(a1T1 + a2T2) = a1R2(g)T1 + a2R2(g)T2 = a1T1R1(g) + a2T2R1(g) = (a1T1 + a2T2)R1(g)

pour tout g ∈ G et ainsi a1T1 + a2T2 ∈ HomG(V1, V2).
Un cas particulier de ce qui précède est obtenu lorsque V1 = V2 et R1 = R2. Alors HomG(V1, V1)

n’est pas seulement un espace vectoriel, mais aussi une algèbre lorsque nous considérons la composition de
transformations linéaires. En effet, si T1 : V1 → V1 et T2 : V1 → V1 sont deux éléments de HomG(V1, V1),
alors

R1(g)T1T2 = T1R1(g)T2 = T1T2R1(g) pour tout g ∈ G

et de ceci, nous obtenons que T1T2 ∈ HomG(V1, V1). Ainsi HomG(V1, V1) est une sous-algèbre de l’algèbre
Hom(V1, V1) des endomorphismes de V1. HomG(V1, V1) est l’algèbre des endomorphismes d’entrelace -
ments de R1. Par exemple, les algèbres de Hecke sont de telles algèbres.

Lemme 2.2 (de Schur) Soient deux représentations R1 : G → GL(V1) et R2 : G → GL(V2)
irréductibles de G. Alors

dimC

(
HomG(V1, V2)

)
=

{ 0, si R1 et R2 ne sont pas équivalentes;

1, si R1 et R2 sont équivalentes.

Preuve: Soit un élément T : V1 → V2 de HomG(V1, V2). Nous pouvons considérer le noyau ker(T ) =
{v1 ∈ V1 | T (v1) = 0} et l’image Im(T ) = {T (v1) | v1 ∈ V1} de T , qui sont respectivement des sous-espaces
vectoriels de V1 et V2.

ker(T ) est stable relativement à R1. En effet, si v1 ∈ ker(T ), alors nous voulons montrer que R1(g)v1 ∈
ker(T ). Nous obtenons ceci en notant que

T (R1(g)v1) = R2(g)T (v1) = R2(g)(0) = 0 pour tout g ∈ G et v1 ∈ V1.

Im(T ) est stable relativement à R2. En effet, si T (v1) ∈ Im(T ), où v1 ∈ V1, alors nous voulons montrer
que R2(g)T (v1) ∈ Im(T ). Nous obtenons ceci en notant que

R2(g)T (v1) = T (R1(g)(v1)) ∈ Im(T ) pour tout g ∈ G et v1 ∈ V1.

Supposons maintenant que R1 et R2 ne sont pas équivalentes et que la transformation linéaire T n’est
pas nulle. Parce que R1 est irréductible et que ker(T ) est un sous-espace stable de V1, alors soit ker(T ) = 0,
soit ker(T ) = V1. Comme T n’est pas nulle, alors nous devons exclure le cas ker(T ) = V1. Ainsi ker(T ) = 0
et T est un monomorphisme. Parce que R2 est irréductible et que Im(T ) est un sous-espace stable de V2,
alors soit Im(T ) = 0, soit Im(T ) = V2. Comme T n’est pas nulle, alors nous devons exclure le cas Im(T ) = 0.
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Ainsi Im(T ) = V2 et T est surjective. Finalement T est un isomorphisme et ceci contredit notre hypothèse
que R1 et R2 ne sont pas équivalentes. Donc T doit être nulle et conséquemment dimC(HomG(V1, V2)) = 0.

Supposons maintenant que R1 et R2 sont équivalentes et notons par S : V1 → V2: un isomorphisme
d’espaces vectoriels tel que R2(g)S = SR1(g) pour tout g ∈ G. Nous pouvons premièrement remarquer que
les espaces vectoriels HomG(V1, V1) et HomG(V1, V2) sont isomorphes (comme espaces vectoriels). En effet

Ψ : HomG(V1, V1)→ HomG(V1, V2), T 7→ ST

est bien définie, car si T ∈ HomG(V1, V1), alors ST ∈ HomG(V1, V2) parce que STR1(g) = SR1(g)T =
R2(g)ST , étant donné que T ∈ HomG(V1, V1). Ψ est une transformation linéaire, car

Ψ(a1T1 + a2T2) = S(a1T1 + a2T2) = a1ST1 + a2ST2 = a1ψ(T1) + a2ψ(T2)

pour tout a1, a2 ∈ C et tout T1, T2 ∈ HomG(V1, V1). Si T ∈ ker(Ψ), alors

Ψ(T ) = ST = 0 ⇒ T = S−1ST = S−10 = 0

et ker(Ψ) = 0. De ceci, nous pouvons conclure que Ψ est injective. Finalement si T̃ : V1 → V2 est un
élément de HomG(V1, V2), alors par un argument similaire à celui ci-dessus nous pouvons montrer que
S−1T̃ ∈ HomG(V1, V1) et Ψ(S−1T̃ ) = SS−1T̃ = T̃ . Ce qui montre que Ψ est surjective. Conséquemment Ψ
est un isomorphisme.

Par ce qui précède, nous pouvons ainsi nous restreindre au cas où R1 = R2 et montrer alors que
dimCHomG(V1, V1) = 1. Soient T ∈ HomG(V1, V1) et une valeur propre λ de T . Ainsi l’espace propre
V1(λ) = {v1 ∈ V1 | T (v1) = λv1} pour cette valeur propre est non-nulle. V1(λ) est stable relativement à R1,
car si g ∈ G, v1 ∈ V1(λ) et T ∈ HomG(V1, V1), nous avons

T (R1(g)v1) = R1(g)T (v1) = R1(g)(λv1) = λR1(g)v1.

Comme R1 est irréductible et que V1(λ) est un sous-espace stable de V1, nous avons soit V1(λ) = 0, soit
V1(λ) = V1. Comme V1(λ) 6= 0, nous avons donc que V1(λ) = V1 et T (v1) = λv1 pour tout v1 ∈ V1. Nous
avons ainsi montré que HomG(V1, V1) = {λ IdV1 | λ ∈ C }. Ici IdV1 désigne l’identité de V1. Conséquemment
nous pouvons conclure que dimCHomG(V1, V1) = dimCHomG(V1, V2) = 1.

Un des aspects importants de la théorie est celui des caractères. C’est ce que nous allons maintenant
étudier après quelques rappels d’algèbre linéaire.

Rappel 2.3 Étant donné une matrice carrée A = (aij)1≤i,j≤n, alors la trace de A est définie comme
la somme des entrées sur la diagonale principale de A, i.e.

Tr(A) =
n∑

i=1

aii.

Une des propriétés de la trace est que Tr(AB) = Tr(BA) si A et B sont deux matrices carrées de même
ordre. En effet,

Tr(AB) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbji =
n∑

j=1

n∑
i=1

bjiaij = Tr(BA).

Si T : V → V est une transformation linéaire et B est une base de V , alors nous pouvons définir la trace
de T par Tr(T ) = Tr

(
[T ]BB

)
. Noter que la trace de T est indépendante du choix de la base B. En effet, si

B′ est une autre base de V , alors [T ]B
′

B′ = P [T ]BBP
−1 où P = [I]B

′

B est la matrice de changement de bases et
nous obtenons que

Tr
(

[T ]B
′

B′
)

= Tr
(
P [T ]BBP

−1
)

= Tr
(

[T ]BBP
−1P

)
= Tr

(
[T ]BB

)
8



Définition 2.4 Étant donné une représentation R : G→ GL(V ) de G, alors la fonction χR : G→ C à
valeurs complexes définie sur le groupe G par χR(g) = Tr(R(g)) est le caractère de R. Nous écrirons aussi
χV s’il n’y a pas de confusion possible.

Proposition 2.5 Soient une représentation R : G → GL(V ) de G de degré n = dimC(V ) et son
caractère χR : G→ C. Alors

(a) χR(e) = n, où e est l’identité de G.
(b) χR(g−1) = χG(g) pour tout g ∈ G. Ici z désigne le conjugué du nombre complexe z.
(c) χR(x g x−1) = χR(g) pour tout x, g ∈ G.
Preuve: (a) Parce que R est un homomorphisme de groupes, alors R(e) est la transformation identité

de V . Ainsi pour toute base B de V , nous obtenons que la matrice [R(e)]BB est

Idn×n =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


d’ordre n× n. Donc χR(e) = Tr

(
[R(e)]BB

)
= n.

(b) Parce que G est fini, alors la matrice R(g) est d’ordre fini, par exemple (R(g))|G| = Idn×n, et toutes
ses valeurs propres sont des racines de l’unité. En effet, les valeurs propres de R(G) sont des racines du
polynôme minimal de R(g) et ce dernier divise le polynôme (x|G| − 1), parce que (R(g))|G| = Idn×n. Soient
les n valeurs propres λ1, λ2, . . . , λn de R(g). Alors les valeurs propres de R(g−1) sont λ−1

1 , λ−1
2 , . . . , λ−1

n .
Mais λ−1

i = λi, parce que λi est une racine de l’unité pour tout i = 1, 2, . . . , n. Donc

χR(g−1) = Tr
(
R(g−1)

)
=

n∑
i=1

λ−1
i =

n∑
i=1

λi =

(
n∑

i=1

λi

)
= χR(g)

pour tout g ∈ G.
(c) Parce que R est un homomorphisme de groupe, nous avons

χR(xgx−1 ) = Tr
(
R(xgx−1)

)
= Tr

(
R(x)R(g)R(x−1

)
= Tr(R(x)R(g)(R(x))−1

)
= Tr

(
R(g)(R(x))−1R(x)

)
= Tr

(
R(g)

)
= χR(g).

Exemple 2.6 Le caractère de la représentation triviale Rtriv est χRtriv(g) = 1 pour tout g ∈ G. Nous
noterons aussi ce caractère χRtriv par 1G ou encore 1 s’il n’y a pas de confusion possible.

Le caractère de la représentation régulière Rreg est

χRreg(g) =

 |G|, si g = e;

0, sinon.

Dans ce dernier cas, nous considérons la base B = {vx | x ∈ G} de l’espace de Rreg comme dans l’exemple
1.8. Dans la colonne de la matrice [Rreg(g)]BB correspondant à x ∈ G, il y a une seule entrée non-nulle, celle
à la ligne gx et celle-ci est 1. Pour que la seule entrée non-nulle de la colonne correspondant à x ∈ G soit
sur la diagonale principale, il faut que gx = x. Mais ceci est possible seulement si g = e. Conséquemment si
g 6= e, alors χRreg(g) = 0. Si g = e, alors χRreg(g) = |G| à cause de la proposition précédente.

Exemple 2.7 Supposons que le groupe G agit sur l’ensemble fini X et considérons la représentation
par permutation RX correspondante. Alors le caractère de RX est

χRX
(g) = |{x ∈ X | g · x = x}| pour tout g ∈ G.
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En effet, si nous considérons la base B = {vx | x ∈ X} de l’espace de RX comme dans l’exemple 1.9. Dans
la colonne de la matrice [RX(g)]BB correspondant à x ∈ X, il y a une seule entrée non-nulle, celle à la ligne
g · x et celle-ci est 1. Pour que la seule entrée non-nulle de la colonne correspondant à x ∈ X soit sur la
diagonale principale, il faut que g · x = x. Conséquemment χRX

(g) = |{x ∈ X | g · x = x}|.

Proposition 2.8 Soient deux représentations R1 : G→ GL(V1) et R2 : G→ GL(V2) de G. Alors
(a) χR1⊕R2(g) = χR1(g) + χR2(g) pour tout g ∈ G.
(b) χHom(R1,R2)(g) = χR1(g−1)χR2(g) pour tout g ∈ G.
(c) χR∗1

(g) = χR1(g−1) pour tout g ∈ G.
(d) χR1⊗R2(g) = χR1(g)χR2(g) pour tout g ∈ G.
Preuve: Notons des bases de V1 et V2 respectivement par B1 et par B2.
(a) B = B1 ∪ B2 est une base de V1 ⊕ V2. Alors pour tout g ∈ G, la matrice [(R1 ⊕ R2)(g)]BB de

(R1 ⊕R2)(g) est

[(R1 ⊕R2)(g)]BB =

 [R1(g)]B1
B1

0

0 [R2(g)]B2
B2


et ainsi χR1⊕R2(g) = χR1(g) + χR2(g).

(b) Il faut premièrement noter qu’étant donné une matrice A d’ordre m×m et une matrice B d’ordre
n× n, alors la transformation linéaire

TA,B : Matm×n(C)→Matm×n(C) définie par M 7→ AMB

a comme trace Tr
(
TA,B

)
= Tr(A)Tr(B). Nous laissons ceci au lecteur. Maintenant nous pouvons utiliser

ce résultat. Pour tout g ∈ G, la transformation linéaire Hom(R1, R2)(g) lorsque nous utilisons les bases B1

et B2 peut être décrite par

Hom(V1, V2)→ Hom(V1, V2), T 7→ R2(g)TR1(g−1) ou encore [T ]B2
B1
7→ [R2(g)]B2

B2
[T ]B2
B1

[R1(g−1)]B1
B1
.

Donc sa trace est χHom(R1,R2)(g) = χR1(g−1)χR2(g) par notre première observation
(c) est un cas particulier de (b) avec R2 = Rtriv et le fait que χRtriv(g) = 1 pour tout g ∈ G.
(d) B = {v1 ⊗ v2 | v1 ∈ B1, v2 ∈ B2} est une base de V1 ⊗ V2. Parce que ((R1 ⊗ R2)(g))(v1 ⊗ v2) =

R1(g)(v1)⊗R2(g)(v2) et en utilisant la bilinéarité de ⊗, nous obtenons le résultat.

Notation 2.9 Soient deux fonctions χ : G → C et χ′ : G → C sur G à valeurs complexes, nous
définissons

(χ, χ′)G =
1
|G|

∑
g∈G

χ(g)χ′(g) et 〈χ, χ′〉G =
1
|G|

∑
g∈G

χ(g)χ′(g−1).

Il ne faut pas confondre ( , )G et 〈 , 〉G. Nous noterons l’espace vectoriel de fonctions χ : G→ C sur G
à valeurs complexes par F(G).

Il est facile de vérifier que

( , )G : F(G)×F(G)→ C définie par (χ, χ′) 7→ (χ, χ′)G

est une forme hermitienne positive définie, i.e. que toutes les propriétés suivantes sont vérifiées:
(a) (χ, χ′)G = (χ′, χ)G pour tout χ, χ′ ∈ F(G);
(b) (χ, χ′ + χ′′)G = (χ, χ′)G + (χ, χ′′)G pour tout χ, χ′, χ′′ ∈ F(G);
(c) (αχ, χ′)G = α(χ, χ′)G et (χ, αχ′)G = α(χ, χ′)G pour tout χ, χ′ ∈ F(G) et α ∈ C;
(d) (χ, χ)G ≥ 0 pour tout χ ∈ F(G), et (χ, χ)G = 0 si et seulement si χ = 0.
Il est aussi facile de vérifier que

〈 , 〉G : F(G)×F(G)→ C définie par (χ, χ′) 7→ 〈χ, χ′〉G
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est une forme bilinéaire symétrique (i.e. 〈χ, χ′〉G = 〈χ′, χ〉G pour tout χ, χ′ ∈ F(G)).
Notons pour clore ce paragraphe que si χ : G → C et χ′ : G → C sont respectivement les caractères

des représentations de R : G → GL(V ) et de R′ : G → GL(V ′), alors (χ, χ′)G = 〈χ, χ′〉G à cause de la
proposition 2.5 (b).

Lemme 2.10 Soient une représentation R : G → GL(V ) de G et le sous-espace vectoriel V G = {v ∈
V | R(g)v = v pour tout g ∈ G} des vecteurs invariants de V par rapport à R. Alors V G est stable par
rapport à R et sa dimension est

dimC(V G) =
1
|G|

∑
g∈G

χR(g) = (χR, 1)G = 〈χR, 1〉G = χV G(e).

Preuve: Nous noterons la dimension de V par n et celle de V G par m. Il est évident que V G est stable
relativement à R. Considérons l’opérateur linéaire

T : V → V défini par v 7→ T (v) =
1
|G|

∑
g∈G

R(g)(v).

Montrons premièrement que son image Im(T ) ⊆ V G. En effet pour tout g′ ∈ G et v ∈ V

R(g′)(T (v)) =
1
|G|

∑
g∈G

R(g′)R(g)(v) =
1
|G|

∑
g∈G

R(g′g)(v) =
1
|G|

∑
g∈G

R(g)(v) = T (v).

Si v ∈ V G, alors T (v) = v, car

T (v) =
1
|G|

∑
g∈G

R(g)(v) =
1
|G|

∑
g∈G

v =
|G|
|G|

v = v.

De ceci, nous pouvons affirmer que Im(T ) = V G.
Soit un sous-espace vectoriel U de V stable relativement à R et complémentaire à V G, i.e. V = V G⊕U .

Un tel sous-espace existe par le théorème 1.13. Soient une base B′ de V G et une base B′′ de U , alors
B = B′ ∪ B′′ est un base de V . Par ce qui précède, nous obtenons que la matrice [T ]BB de T par rapport à la
base B est de la forme

[T ]BB =
(

Im×m B
0(n−m)×m 0(n−m)×(n−m)

)
où Im×m est la matrice identité d’ordre m ×m, O(n−m)×m et O(n−m)×(n−m) sont des matrices nulles et B
est une matrice d’ordre m× (n−m). Alors

Tr(T ) = m = dimC(V G) =
1
|G|

∑
g∈G

Tr(R(g)) =
1
|G|

∑
g∈G

χR(g) = χV G(e).

Pour ce qui est de la dernière équation, nous l’obtenons en notant que χV G(e) est le degré de la sous-
représentation RV G de R, qui est m = dimC(V G).

Théorème 2.11 Soient deux représentations R : G→ GL(V ) et R′ : G→ GL(V ′) de G de caractères
χR et χR′ respectivement. Alors

dimC

(
HomG(V, V ′)

)
= (χR, χR′)G = 〈χR, χR′〉G.

De plus si V se décompose en somme directe ⊕k
i=1Ui de sous-espaces vectoriels stables relativement à R et

irréductibles (i.e. la sous-représentation de RUi
correspondant à Ui est irréductible) et si R′ est irréductible,

alors
dimC

(
HomG(V, V ′)

)
= |{1 ≤ i ≤ k | RUi est équivalente à R′}|
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Preuve: Considérons l’espace Hom(V, V ′) de la représentation Hom(R,R′). Alors
(
Hom(V, V ′)

)G est
le sous-espace HomG(V, V ′) de Hom(V, V ′), car

T ∈
(
Hom(V, V ′)

)G ⇔ R′(g)TR(g−1) = T pour tout g ∈ G ⇔ R′(g)T = TR(g) pour tout g ∈ G
⇔ T ∈ HomG(V, V ′).

En utilisant la proposition 2.8 (b), et le lemme 2.10, nous obtenons que

dimC

(
HomG(V, V ′)

)
=

1
|G|

∑
g∈G

χR(g−1)χR′(g) =
1
|G|

∑
g∈G

χR(g)χR′(g−1) = (χR, χR′)G = 〈χR, χR′〉G.

Montrons maintenant que si V se décompose en somme directe U1⊕U2 de sous-espaces stables relative-
ment à R, alors HomG(V, V ′) est isomorphe à la somme directe HomG(U1, V

′)⊕HomG(U2, V
′). En effet,

si T1 : U1 → V ′ ∈ HomG(U1, V
′) et T2 : U2 → V ′ ∈ HomG(U2, V

′), alors

Ψ(T1, T2) = T : V = U1 ⊕ U2 → V ′ défini par T (u1 ⊕ u2) = T1(u1) + T2(u2).

est un élément de HomG(U1⊕U2, V
′). Il est facile de vérifier que T est une transformation linéaire. Il suffit

donc de montrer que R′(g)T = TR(g) pour tout g ∈ G. Nous obtenons ceci en notant que

R′(g)T (u1 ⊕ u2) = R′(g)(T1(u1) + T2(u2)) = R′(g)T1(u1) +R′(g)T2(u2) = T1R(g)(u1) + T2R(g)(u2)
= TR(g)(u1 ⊕ u2)

pour tout u1 ∈ U1, u2 ∈ U2 et g ∈ G.
(T1⊕T2) 7→ Ψ(T1, T2) = T définit une transformation linéaire Ψ de HomG(U1, V

′)⊕HomG(U2, V
′) vers

HomG(U1 ⊕ U2, V
′). Ceci est facile à vérifier. Nous démontrerons seulement que Ψ est un isomorphisme.

Si T1 ⊕ T2 ∈ ker(Ψ) et T = Ψ(T1, T2), alors T (u1 ⊕ u2) = T1(u1) + T2(u2) = 0 pour tout u1 ∈ U1 et
u2 ∈ U2. En prenant u2 = 0, alors T2(u2) = T2(0) = 0 et T (u1 ⊕ u2) = T1(u1) = 0 pour tout u1 ∈ U1,
i.e. T1 = 0. De même en prenant u1 = 0, alors T1(u1) = T1(0) = 0 et T (u1 ⊕ u2) = T2(u2) = 0 pour tout
u2 ∈ U2, i.e. T2 = 0. Donc ker(Ψ) = 0⊕ 0 et la transformation linéaire Ψ est injective.

Soit T : U1 ⊕ U2 → V ′, un élément de HomG(U1 ⊕ U2, V
′). Prenons T1 : U1 → V ′ défini par T1(u1) =

T (u1 ⊕ 0) pour tout u1 ∈ U1 et T2 : U2 → V ′ défini par T2(u2) = T (0 ⊕ u2) pour tout u2 ∈ U2. Alors
T1 ∈ HomG(U1, V

′), T2 ∈ HomG(U2, V
′) et Ψ(T1, T2) = T . En effet,

T1R(g)(u1) = T (R(g)(u1)⊕ 0) = TR(g)(u1 ⊕ 0) = R(g)T (u1 ⊕ 0) = R(g)T1(u1)

pour tout g ∈ G et tout u1 ∈ U1 montre que T1 ∈ HomG(U1, V
′). De façon similaire, nous obtenons que

T2 ∈ HomG(U2, V
′). Finalement

T (u1 ⊕ u2) = T
(
(u1 ⊕ 0) + (0⊕ u2)

)
= T (u1 ⊕ 0) + T (0⊕ u2) = T1(u1) + T2(u2)

pour tout u1 ∈ U1 et u2 ∈ U2 montre que T = Ψ(T1, T2) et la transformation linéaire Ψ est surjective.
Maintenant terminons la preuve du théorème. Si V se décompose en somme directe ⊕k

i=1Ui de sous-
espaces vectoriels stables relativement à R et irréductibles et si R′ est irréductible, alors avec ce qui précède

HomG

(
⊕k

i=1 Ui, V
′) est isomorphe à ⊕k

i=1 HomG

(
Ui, V

′)
Par le lemme de Schur,

dimC

(
HomG(Ui, V

′)
)

=

 1, si RUi
et R′ sont équivalentes;

0, si RUi
et R′ ne sont pas équivalentes.
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et

dimC

(
HomG(V, V ′)

)
= dimC

(
HomG(⊕k

i=1Ui, V
′)
)

=
k∑

i=1

dimC

(
HomG(Ui, V

′)
)

= |{1 ≤ i ≤ k | RUi est équivalente à R′}|.

Le théorème est démontré.

Théorème 2.12 Soient deux représentations R : G→ GL(V ) et R′ : G→ GL(V ′) de G de caractères
χR et χR′ respectivement. Alors R et R′ sont équivalentes si et seulement si χR = χR′ .

Preuve. Si R et R′ sont équivalentes, alors il existe un isomorphisme T : V → V ′ tel que TR(g)T−1 =
R′(g) pour tout g ∈ G. Alors

χR′(g) = Tr(R′(g)) = Tr(TR(g)T−1) = Tr(R(g)T−1T ) = Tr(R(g)) = χR(g)

pour tout g ∈ G.
Nous allons maintenant démontrer la réciproque. Par le théorème 1.15, R est équivalent à une somme

directe ⊕k
i=1Ri de sous-représentations Ri : G → GL(Ui) irréductibles de G, où i = 1, 2, . . . , k et R′ est

équivalent à une somme directe ⊕k′

i=1R
′
i de sous-représentations R′i : G → GL(U ′i) irréductibles de G, où

i = 1, 2, . . . , k′. Si R′′ : G → GL(V ′′) est une représentation irréductible de G de caractère χR′′ : G → C,
alors

|{1 ≤ i ≤ k | Ri est équivalente R′′}| = (χR, χR′′)G = (χR′ , χR′′)G = |{1 ≤ i ≤ k′ | R′i est équivalente R′′}|.

AinsiR etR′ se décomposent de la même façon en sous-représentations irréductibles et sont ainsi équivalentes.
Le théorème est démontré.
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CHAPITRE 3

TABLE DE CARACTÈRES

Dans ce troisième chapitre, nous allons maintenant associer au groupe fini G une matrice carrée, sa table
de caractères. Celle-ci nous permettra de mieux étudier les représentations de G et leurs décompositions en
représentations irréductibles. Nous allons aussi déterminer le nombre de représentations irréductibles de G
à équivalence près.

Définition 3.1 Le caractère χR de la représentation R : G → GL(V ) est dit irréductible si la
représentation R est irréductible. Nous noterons l’ensemble des caractères irréductibles de G par G∨.

Proposition 3.2 Soit le caractère χ : G → C de la représentation R : G → GL(V ) de G. Alors χ est
irréductible si et seulement si (χ, χ)G = 1.

Preuve: Si χ est irréductible, alors R est irréductible. Par le théorème 2.11 et le lemme de Schur, nous
obtenons que (χ, χ)G = dimCHomG(V, V ) = 1.

Si (χ, χ)G = 1, nous voulons montrer que χ est irréductible. Supposons le contraire, alors V est la
somme directe U ⊕ U ′ de deux sous-espaces U , U ′ stables de V tels que U et U ′ sont différents de 0 et V .
Ainsi R = RU ⊕RU ′ et χ = χRU⊕RU′ = χRU

+ χRU′ . Alors

(χ, χ)G = (χRU
+ χRU′ , χRU

+ χRU′ )G = (χRU
, χRU

)G + (χRU′ , χRU′ )G + (χRU
, χRU′ )G + (χRU′ , χRU

)G.

Mais par le théorème 2.11, nous avons

(χRU
, χRU

)G = dimCHomG(U,U) ≥ 1 et (χRU′ , χRU′ )G = dimCHomG(U ′, U ′) ≥ 1.

Noter que ci-dessus dimCHomG(U,U) ≥ 1 parce que c IdU ∈ HomG(U,U) pour tout c ∈ C. De la même
façon, nous avons aussi que dimCHomG(U ′, U ′) ≥ 1. Par le théorème 2.11,

(χRU
, χRU′ )G = dimCHomG(U,U ′) ≥ 0 et (χRU′ , χRU

)G = dimCHomG(U ′, U) ≥ 0.

Si nous considérons toutes ces inégalités, nous obtenons (χ, χ)G ≥ 2. Mais ceci contredit notre hypothèse.
Donc χ est irréductible.

Remarque 3.3 Par le lemme de Schur et les théorèmes 2.11 et 2.12, nous obtenons que si χ, χ′ sont
deux caractères irréductibles, alors

(χ, χ′)G =

 1, si χ = χ′;

0, si χ 6= χ′.

Ceci est l’orthogonalité des caractères irréductibles.
Nous obtenons alors que les caractères irréductibles de G sont linéairement indépendants dans l’espace

vectoriel F(G). En effet, supposons le contraire, alors il existe des nombres complexes a1, a2, . . . , ah non
tous nuls et des caractères irréductibles distincts χ1, χ2, . . . , χh tels que

∑h
j=1 aj χj = 0. Mais nous obtenons

une contradiction en notant

0 =
( h∑
j=1

aj χj , χi
)
G

=
h∑
j=1

aj (χj , χi)G = ai pour tout i = 1, 2, . . . , h.

Donc |G∨| ≤ dimC F(G) = |G| et conséquemment le nombre de caractères irréductibles de G est fini.

Proposition 3.4 Soit le caractère χR : G→ C de la représentation R : G→ GL(V ). Alors

χR =
∑
χ∈G∨

(χR, χ)G χ.
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Cette somme est finie à cause de la remarque 3.3. De plus, si nous décomposons R comme une somme
directe ⊕ki=1Ri de représentations irréductibles de G, alors (χR, χ)G est le nombre de représentations Ri
équivalentes à une représentation irréductible de G de caractère χ.

Preuve: Par le théorème 1.15, R est équivalent à une somme directe ⊕ki=1Ri de sous-représentations
Ri : G→ GL(Ui) de G. Par le théorème 2.12, nous obtenons

χR = χ⊕k
i=1Ri

=
k∑
i=1

χRi .

et chacun des caractères χRi est irréductible. Nous avons ainsi montré que χR peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de caractères irréductibles, i.e.

χR =
∑
χ∈G∨

aχ χ.

Nous pouvons facilement calculer les coefficients aχ pour χ ∈ G∨ en utilisant l’orthogonalité. En effet, si
χ′ ∈ G∨, alors

(χR, χ′)G =
( ∑
χ∈G∨

aχ χ, χ
′)
G

=
∑
χ∈G∨

aχ (χ, χ′)G = aχ′

par l’orthogonalité des caractères irréductibles.
La dernière partie de la proposition est une conséquence du théorème 2.11.

Corollaire 3.5 Soit le caractère χreg : G→ C de la représentation régulière Rreg. Alors
(a) (χreg, χ)G = χ(e) pour tout caractère χ de G. Ici e est l’identité de G.
(b) χreg =

∑
χ∈G∨ χ(e)χ.

(c)
∑
χ∈G∨(χ(e))2 = |G|.

(d)
∑
χ∈G∨ χ(e)χ(g) = 0 pour tout g ∈ G et g 6= e.

Preuve: (a) Rappelons que χreg est défini par

χreg(g) =

 |G|, si g = e;

0, sinon.

Donc

(χreg, χ)G =
1
|G|

∑
g∈G

χreg(g)χ(g) =
|G|
|G|

χ(e) = χ(e)

car χ(e) ∈ N.

(b) est une conséquence de (a) et de la proposition 3.4.

(c) et (d) Si nous évaluons l’expression obtenue en (b) à l’élement g = e, alors nous obtenons

|G| = χreg(e) =
∑
χ∈G∨

(χ(e))2.

Tandis que si nous évaluons celle-ci à l’élément g 6= e, alors nous obtenons

0 = χreg(g) =
∑
χ∈G∨

χ(e)χ(g).

Nous allons maintenant déterminer quelles sont toutes les fonctions sur G qui peuvent s’exprimer com-
ment des combinaisons linéaires de caractères irréductibles
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Définition 3.6 Une fonction χ : G → C sur G à valeurs complexes est dite être une fonction de
classe si et seulement si χ(x g x−1) = χ(g) pour tout x, g ∈ G. Le sous-ensemble des fonctions de classe sur
G sera noté C(G). Il est facile de vérifier que C(G) est un sous-espace vectoriel de F(G).

Définition 3.7 Le sous-ensemble {x g x−1 | x ∈ G} de G est appelé la classe de conjugaison de g
et sera noté par la suite par clG(g) ou encore cl(g) s’il n’y a aucune confusion quant au groupe G. Nous
noterons l’ensemble {clG(g) | g ∈ G} des classes de conjugaison de G par Cl(G). Il est bien connu que G
est la réunion disjointe de ses classes de conjugaison. Celles-ci sont des classes d’équivalence pour la relation
d’équivalence g ∼ g′ si et seulement si g et g′ sont dans la même classe de conjugaison, i.e. qu’il existe un
x ∈ G tel que g′ = x g x−1.

Ainsi une fonction χ : G→ C de G est une fonction de classe si et seulement si χ est constante sur les
classes de conjugaison de G.

Proposition 3.8 Pour toute classe de conjugaison c de G, nous noterons la fonction caractéristique de
c par 1c, i.e.

1c(g) =

{ 1, si g ∈ c;

0, sinon.

Alors
(a) 1c ∈ C(G) pour tout c ∈ Cl(G), i.e 1c est une fonction de classe.
(b) {1c | c ∈ Cl(G)} est une base de C(G) et dimC(C(G)) = |Cl(G)|.
(c) χ ∈ C(G) pour tout caractère χ de G. En particulier, χ ∈ C(G) pour tout χ ∈ G∨.
(d) G∨ est une base orthogonale de C(G) relativement à ( , )G et |G∨| = |Cl(G)|.
Preuve: (a) Il est clair que 1c est une fonction constante sur les classes de conjugaison, i.e. 1c est une

fonction de classe et ainsi 1c ∈ C(G).

(b) Si χ ∈ C(G), alors χ(g) = χ(g′) lorsque g et g′ sont dans la même classe de conjugaison c ∈ Cl(G).
Dans ce dernier cas, nous noterons par χ(c): cette valeur prise par χ à un élément quelconque de c. Avec
cette notation, nous pouvons noter que si χ ∈ C(G), alors

χ =
∑

c∈Cl(G)

χ(c) 1c.

En effet, il suffit d’évaluer les deux expressions de cette égalité à un élément g ∈ G. Nous savons que g
appartient à une seule classe de conjugaison cl(g). Donc le côté gauche de l’égalité est χ(g) = χ(cl(g)), alors
que le côté droit est ∑

c∈Cl(G)

χ(c) 1c(g) = χ(cl(g))1cl(g)(g) = χ(cl(g)).

Nous avons ainsi montré que toute fonction de classe peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des
fonctions caractéristiques 1c.

Pour compléter la preuve de (b), il suffit de montrer que les fonctions 1c pour c ∈ Cl(G) sont linéairement
indépendantes. Supposons que

∑
c∈Cl(G) ac 1c = 0, alors en évaluant à g, nous obtenons

0 =
∑

c∈Cl(G)

ac 1c(g) = acl(g).

Donc ac = 0 pour tout c ∈ Cl(G) et les fonctions 1c pour c ∈ Cl(G) sont linéairement indépendantes.

(c) est une conséquence de la proposition 2.5 (c).

(d) Nous avons vu à la remarque 3.3 que les caractères irréductibles de G sont linéairement indépendants
et orthonormaux par rapport à ( , )G. Comme ( , )G est positive définie, alors il suffit de vérifier que
la seule fonction χ : G → C orthogonale à tous les caractères irréductibles est la fonction nulle 0. En effet,
si I désigne le sous-espace de C(G) engendré par G∨, alors le sous-espace I⊥ des vecteurs orthogonaux à I
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est de dimension dimC(I⊥) = dimC(C(G))− dimC(I). Si I⊥ = 0, alors dimC(I) = dimC(C(G)) et C(G) est
engendré par G∨.

Étant donné une fonction χ : G → C appartenant à C(G) telle que (χ′, χ)G = 0 pour tout χ′ ∈ G∨,
montrons que χ = 0. À une représentation R : G→ GL(V ) de G, définissons la transformation linéaire

TR : V → V définie par v 7→
∑
g∈G

χ(g)R(g)(v).

Nous avons que TRR(x) = R(x)TR pour tout x ∈ G. En effet,

TRR(x) =
∑
g∈G

χ(g)R(g)R(x) =
∑
g∈G

χ(g)R(gx) =
∑
g′∈G

χ(x g′ x−1)R(xg′) =
∑
g′∈G

χ(g′)R(x)R(g′) = R(x)TR

parce que χ est une fonction de classe.
Montrons que nous avons aussi que TR(v) = 0 pour tout v ∈ V . Considérons premièrement le cas où R

est irréductible. Par la preuve du lemme de Schur, nous avons que TR(v) = λv pour tout v ∈ V . La trace
de TR est

Tr(TR) =
∑
g∈G

χ(g)Tr(R(g)) =
∑
g∈G

χ(g)χR(g) = |G| 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)χR(g) = |G|(χR, χ)G

= λ dimC(V ) = λχR(e).

Comme (χR, χ)G = 0 et χR(e) 6= 0, alors λχR(e) = 0 et λ = 0. Conséquemment si R est irréductible,
alors TR(v) = 0 pour tout v ∈ V . Maintenant si R est une représentation de G, alors nous pouvons écrire
R comme une somme directe ⊕ki=1Ri de représentations irréductibles Ri pour i = 1, 2, . . . , k, il est facile
de vérifier que TR se décompose sous la forme ⊕ki=1TRi

, mais chacune des transformations linéaires TRi
est

nulle. Ainsi TR est nulle.
Maintenant pour compléter la preuve que χ = 0, alors prenons pour R la représentation régulière Rreg.

L’espace V de la représentation Rreg a une base {vx | x ∈ G} indexée par les éléments x de G et ainsi par
ce qui précède

0 = TR(ve) =
∑
g∈G

χ(g)R(g)(ve) =
∑
g∈G

χ(g) vg.

Donc χ(g) = 0 pour tout g ∈ G.
Il est maintenant clair en utilisant (b) que |G∨| = |Cl(G)|. Ceci complète la preuve de (d).

Nous avons noté à la remarque 1.16 que la décomposition en représentations irréductibles n’est pas
unique. Il est cependant possible de déterminer une décomposition unique d’une représentation en sous-
représentations du même type (i.e décomposition isotypique). Nous serons plus précis ci-dessous.

Remarque 3.9 Soient les caractères irréductibles distincts χj : G → C de G, où j = 1, 2, . . . , h, et
une représentation R : G → GL(V ) de G. Nous avons vu que V est une somme directe ⊕ki=1Ui de sous-
espaces Ui stables par rapport à R et irréductibles, et que R se décompose en une somme directe ⊕ki=1Ri de
représentations irréductibles Ri : G→ GL(Ui), i = 1, 2, . . . , k. Pour j = 1, 2, . . . , h, notons par Vj : la somme
directe des Ui dont le caractère est χj , i.e. les Ui qui sont équivalents à une représentation irréductible
donnée de caractère χj . Nous avons donc que V est la somme directe ⊕hj=1Vj des sous-espaces stables Vj ,
où j = 1, 2, . . . , h.

Cette dernière décomposition sera la décomposition isotypique de R. Celle-ci est unique. C’est ce
que nous montrerons.

Proposition 3.10 (Avec les notations de la remarque 3.9) Pour j = 1, 2, . . . , h, la transformation
linéaire

Pj =
χj(e)
|G|

∑
g∈G

χj(g)R(g)
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est indépendante de la décomposition de V en irréductibles et est la projection de V sur Vj. Conséquemment
la décomposition isotypique ⊕hj=1Vj de V est unique.

Preuve: Il est clair que Pj est indépendant de la décomposition de V en irréductibles. Nous pouvons
procéder comme dans la preuve de la proposition 3.8 (d) et obtenir que PjR(x) = R(x)Pj pour tout x ∈ G,
i.e. au lieu de TR nous avons Pj , mais l’argument est le même et repose sur le fait que χj ∈ C(G).

Si U est un sous-espace stable de V et irréductible de caractère χ′ et que nous considérons la restriction
Pj |U de Pj à U , alors

Pj |U =
χj(e)
|G|

∑
g∈G

χj(g)RU (g) = λ IdU , où λ ∈ C

par le lemme de Schur. Si nous calculons maintenant la trace de Pj |U , nous obtenons

Tr(Pj |U ) =
χj(e)
|G|

∑
g∈G

χj(g)Tr(RU (g)) =
χj(e)
|G|

∑
g∈G

χj(g)χ′(g) = λ dimC(U) = λχ′(e).

Ainsi λχ′(e) = χj(e) (χ′, χj)G et

Pj(u) =
χj(e)
χ′(e)

(χ′, χj)G u pour tout u ∈ U.

Si χ′ 6= χj , alors par l’orthogonalité des caractères irréductibles, nous obtenons que (χ′, χj)G = 0 et Pj(u) = 0
pour tout u ∈ U . Par contre si χ′ = χj , alors

χj(e)
χ′(e)

(χ′, χj)G =
χj(e)
χj(e)

(χj , χj)G = 1 et Pj(u) = u pour tout u ∈ U.

Si nous considérons une décomposition isotypique ⊕hj=1Vj de V , alors Pj(v1 ⊕ v2 ⊕ · · · ⊕ vh) = vj pour
tout j = 1, 2, . . . , h par ce qui précède. Pj est bien la projection de V sur Vj . Comme les Pj sont indépendants
de la décomposition en irréductibles et que les Pj sont les projections sur les sous-espaces Vj , nous obtenons
l’unicité de la décomposition isotypique.

Proposition 3.11 Soient deux éléments g, g′ de G. Alors

∑
χ∈G∨

χ(g)χ(g′) =

 |G|
/
|cl(g)|, si g et g′ sont conjugués, i.e. cl(g) = cl(g′);

0, sinon.

Preuve: Considérons la fonction caractéristique 1cl(g′) correspondant à la classe de conjugaison de g′.
Parce que G∨ est une base orthogonale de C(G) et que 1cl(g′) ∈ C(G) par la proposition 3.8, nous obtenons

1cl(g′) =
∑
χ∈G∨

(1cl(g′), χ)G χ.

Mais parce que χ est une fonction de classe, alors

(1cl(g′), χ)G =
1
|G|

∑
x∈G

1cl(g′)(x)χ(x) =
1
|G|

∑
x∈cl(g′)

χ(x) =
|cl(g′)|
|G|

χ(g′).

Conséquemment

1cl(g′) =
∑
χ∈G∨

|cl(g′)|
|G|

χ(g′)χ.
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Nous pouvons maintenant évaluer les deux côtés de cette équation à l’élément g ∈ G. Si g et g′ sont
conjugués, alors cl(g) = cl(g′) et

1cl(g′)(g) = 1 =
∑
χ∈G∨

|cl(g′)|
|G|

χ(g′)χ(g) ⇒
∑
χ∈G∨

χ(g)χ(g′) =
|G|
|cl(g)|

.

Par contre si g et g′ ne sont pas conjugués, alors

1cl(g′)(g) = 0 =
∑
χ∈G∨

|cl(g′)|
|G|

χ(g′)χ(g) ⇒
∑
χ∈G∨

χ(g)χ(g′) = 0.

Définition 3.12 La table des caractères de G est la matrice carrée dont les lignes sont indexés par
les éléments de G∨ et les colonnes par les éléments de Cl(G). Pour le caractère irréductible χ ∈ G∨ et la
classe de conjugaison c ∈ Cl(G), alors l’entrée à ligne χ et colonne c est la valeur χ(c) prise par le caractère
χ sur la classe c.

Remarque 3.13 Nous pouvons traduire l’orthogonalité des caractères irréductibles et la proposition
3.11 en des propriétés pour les lignes et colonnes de la table de caractères. Ainsi la proposition 3.11 signifie
que deux colonnes distinctes de la table des caractères de G sont des vecteurs orthogonaux (pour le produit
hermitien standard) et que la colonne correspondant à la classe de conjugaison cl(g) est un vecteur de norme√
|G|
/
|cl(g)| (pour ce même produit hermitien) .

L’orthogonalité des caractères irréductibles signifie que si nous considérons deux lignes distinctes de la
table des caractères, alors celles-ci sont des vecteurs qui sont orthogonaux pour un produit hermitien pondéré
en utilisant le poids |cl(g)| pour la composante correspondant à la classe cl(g), i.e.∑

c∈Cl(G)

|c|χ(c)χ′(c) = 0 si χ 6= χ′.

Alors que la ligne correspondant au caractère irréductible χ est de norme
√
|G| pour le même produit

hermitien, i.e. ∑
c∈Cl(G)

|c|χ(c)χ(c) = |G|

Au prochain chapitre, nous allons présenter des exemples de tables de caractères pour quelques groupes
finis. Nous traiterons plus tard dans ces notes du cas du groupe symétrique.
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CHAPITRE 4

EXEMPLES

Dans ce quatrième chapitre, nous allons présenter quelques exemples de tables de caractères.

Proposition 4.1 Soit un groupe abélien fini G. Alors toutes les représentations irréductibles de G sont
de degré 1 et |G∨| = |G|.

Preuve: Parce que G est abélien, alors la classe de conjugaison cl(g) de g est égale à {g}. Conséquemment
|G| = |Cl(G)| = |G∨|. Par le corollaire 3.5 (c), le fait que χ(e) ∈ N et χ(e) ≥ 1 pour tout χ ∈ G∨, nous
obtenons

|G∨| ≤
∑
χ∈G∨

(χ(e))2 = |G| = |G∨| ⇒ χ(e) = 1 pour tout χ ∈ G∨.

De ceci, nous obtenons que toutes les représentations irréductibles de G sont de degré 1. La proposition est
vérifiée.

4.2 Table de caractères de Z/nZ. Parce que Z/nZ est abélien, alors toutes ses représentations
irréductibles sont de degré 1. Étant donné une représentation irréductible R, notons le nombre complexe
R(1 + nZ) par α. Alors R(k + nZ) = αk pour tout k ∈ Z. Comme αn = R(n + nZ) = R(nZ) = 1, alors α
est une racine nième de l’unité. Ceci nous donne une condition nécessaire pour les valeurs prises par R et
son caractère.

Fixons une racine primitive nième de l’unité ζ, par exemple ζ = exp(2πi/n). Pour h = 0, 1, 2, . . . , (n−1),
posons

Rh : Z/nZ→ C× défini par Rh(k + nZ) = ζhk.

Il est facile de vérifier que, pour chaque h = 0, 1, 2, . . . , (n− 1), Rh est un homomorphisme de groupes bien
défini , i.e. Rh est une représentation. Nous obtenons ainsi n représentations irréductibles distintes. En
effet, il est clair qu’elles sont irréductibles, parce que de degré 1. Elles sont distinctes, parce que si nous
supposons le contraire, alors il existe 0 ≤ h < h′ ≤ n tels que Rh = Rh′ . Mais alors de ζh = Rh(1 + nZ) =
Rh′(1 +nZ) = ζh

′
, nous obtenons que ζh

′−h = 1 avec 0 < (h′−h) < n et ceci contredit notre hypothèse que
ζ est une racine primitive nième de l’unité. Nous obtenons ainsi tous les caractères irréductibles de Z/nZ.

Exemple 4.3 Pour illustrer la table de caractères obtenue en 4.2 dans le cas où G = Z/5Z, fixons
ζ = exp(2πi/5). Alors la table de caractères de Z/5Z est

Z/5Z 0 1 2 3 4

χ0 1 1 1 1 1

χ1 1 ζ ζ2 ζ3 ζ4

χ2 1 ζ2 ζ4 ζ ζ3

χ3 1 ζ3 ζ ζ4 ζ2

χ4 1 ζ4 ζ3 ζ2 ζ

Lemme 4.4 (a) Soient R′ : H → GL(U ′), une représentation de H de caractère χ′ : H → C et
R′′ : K → GL(U ′′), une représentation de K de caractère χ′′ : K → C. Alors

R : H ×K → GL(U ′ ⊗ U ′′) définie par R(h, k)(u′ ⊗ u′′) = R′(h)(u′)⊗R′′(k)(u′′)

pour tout h ∈ H, k ∈ K, u′ ∈ U ′ et u′′ ∈ U ′′, est une représentation du produit direct H ×K de H et K
dont le caractère χ est donné par χ(h, k) = χ′(h)χ′′(k) pour tout (h, k) ∈ H ×K. De plus, si R′ et R′′ sont
irréductibles, alors R est irréductible.

(b) Soit un caractère χ : H × K → C irréductible du produit direct H × K de H et K. Alors il
existe un caractère χ′ : H → C irréductible de H et un caractère χ′′ : K → C irréductible de K tels que
χ(h, k) = χ′(h)χ′′(k) pour tout h ∈ H et k ∈ K.
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Preuve: (a) Nous n’allons qu’esquisser la preuve. Nous pouvons définir R(h, k) en notant que

U ′ × U ′′ → U ′ ⊗ U ′′ défini par (u′, u′′) 7→ R′(h)(u′)⊗R′′(k)(u′′)

est bilinéaire. De plus R(h, k) ∈ GL(U ′⊗U ′′) parce que son inverse est obtenu en considérant R(h−1, k−1). Il
est aussi facile de vérifier que R est un homomorphisme de groupes et son caractère est χ(h, k) = χ′(h)χ′′(k)
en utilisant la bilinéarité de ⊗.

Si R′ et R′′ sont irréductibles, alors χ′ et χ′′ sont des caractères irréductibles. Pour vérifier que R est
irréductible, nous pouvons utiliser la proposition 3.2. En effet,

(χ, χ)H×K =
1

|H ×K|
∑

(h,k)∈H×K

χ(h, k)χ(h, k) =
1

|H| |K|
∑

(h,k)∈H×K

χ′(h)χ′′(k)χ′(h)χ′′(k)

=

(
1
|H|

∑
h∈H

χ′(h)χ′(h)

)(
1
|K|

∑
k∈K

χ′′(k)χ′′(k)

)
= (χ′, χ′)H (χ′′, χ′′)K = 1

et conséquemment χ est irréductible.

(b) Montrons premièrement que si χ′1, χ
′
2 ∈ H∨ et si χ′′1 , χ

′′
2 ∈ K∨ sont tels que χ′1(h)χ′′1(k) = χ′2(h)χ′′2(k)

pour tout h ∈ H et k ∈ K, alors χ′1 = χ′2 sur H et χ′′1 = χ′′2 sur K. En effet, si nous définissons
χ1(h, k) = χ′1(h)χ′′1(k) et χ2(h, k) = χ′2(h)χ′′2(k) pour tout (h, k) ∈ H ×K, alors par (a) et par hypothèse,
χ1 = χ2 est un caractère irréductible de H ×K et nous obtenons

1 = (χ1, χ1)H×K = (χ1, χ2)H×K =
1

|H ×K|
∑

(h,k)∈H×K

χ′1(h)χ′′1(k)χ′2(h)χ′′2(k)

=

(
1
|H|

∑
h∈H

χ′1(h)χ′2(h)

)(
1
|K|

∑
k∈K

χ′′1(k)χ′′2(k)

)
= (χ′1, χ

′
2)H (χ′′1 , χ

′′
2)K .

Comme χ′1 et χ′2 sont des caractères irréductibles de H, alors par l’orthogonalité

(χ′1, χ
′
2)H =

 1, si χ′1 = χ′2;

0, si χ′1 6= χ′2.

De même comme χ′′1 et χ′′2 sont des caractères irréductibles de K, alors par l’orthogonalité

(χ′′1 , χ
′′
2)K =

 1, si χ′′1 = χ′′2 ;

0, si χ′′1 6= χ′′2 .

De ce qui précède, pour que (χ′1, χ
′
2)H (χ′′1 , χ

′′
2)K = 1, alors nous devons avoir (χ′1, χ

′
2)H = 1, (χ′′1 , χ

′′
2)K = 1,

χ′1 = χ′2 et χ′′1 = χ′′2 .
Si nous considérons tous les caractères irréductibles χ de H ×K de la forme χ(h, k) = χ′(h)χ′′(k) pour

tout (h, k) ∈ H ×K, alors nous avons ainsi |H∨|× |K∨| caractères irréductibles distincts. Nous noterons ces
caractères χ par χ′ × χ′′ et l’ensemble de ces caractères par H∨ ×K∨. Nous avons ainsi

|H| |K| =

 ∑
χ′∈H∨

(
χ′(eH)

)2 ∑
χ′′∈K∨

(
χ′(eK)

)2 =
∑

χ′×χ′′∈H∨×K∨

(
(χ′ × χ′′)(eH , eK)

)2
≤

∑
χ∈(H×K)∨

(
χ(eH , eK)

)2 = |H| |K|.

De ceci, nous pouvons conclure que tout caractère irréductible χ de H×K peut s’écrire d’une et d’une seule
façon sous la forme χ′ × χ′′ avec χ′ ∈ H∨ et χ′′ ∈ K∨.
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4.5 Table de caractères de groupe abélien fini. Nous pouvons maintenant utiliser le lemme
précédent et la table de caractères des groupes abéliens cycliques en 4.2 pour déterminer la table de caractères
de tout groupe abélien fini. En effet, tout groupe abélien fini est un produit direct de groupes abéliens de la
forme Z/nZ. Nous allons maintenant illustrer ceci dans un exemple.

Exemple 4.6 Considérons le groupe abélien Z/3Z × Z/2Z. Les tables de caractères de Z/3Z et de
Z/2Z sont respectivement

Z/3Z 0 1 2

χ′0 1 1 1

χ′1 1 α α2

χ′2 1 α2 α

Z/2Z 0 1

χ′′0 1 1

χ′′1 1 -1

où α = exp(2πi/3) = (−1 +
√

3 i)/2. Nous avons énuméré les classes de conjugaison en donnant un
représentant pour chacune d’elles. Alors la table des caractères de Z/3Z× Z/2Z est

Z/3Z× Z/2Z (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1) (2, 0) (2, 1)

χ′0 × χ′′0 1 1 1 1 1 1

χ′0 × χ′′1 1 -1 1 -1 1 -1

χ′1 × χ′′0 1 1 α α α2 α2

χ′1 × χ′′1 1 -1 α −α α2 −α2

χ′2 × χ′′0 1 1 α2 α2 α α

χ′2 × χ′′0 1 -1 α2 −α2 α −α

Nous allons maintenant déterminer les caractères irréductibles du groupe symétrique Sn pour n = 2, 3
et 4. Auparavant nous fixons les notations et rappelons quelques faits bien connus concernant les classes de
conjugaison dans Sn.

Rappel 4.7 Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permutations de l’ensemble {1, 2, . . . , n}, i.e.
l’ensemble des bijections w : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} et la loi de composition du groupe est la composition
des fonctions. Nous noterons ces permutations sous deux formes. La première est d’écrire l’élément w ∈ Sn
comme la matrice d’ordre 2× n suivante:

w =
[

1 2 . . . (n− 1) n
w(1) w(2) . . . w(n− 1) w(n)

]
.

La seconde forme est d’écrire w sous sa forme cyclique. Il s’agit d’écrire les orbites de l’action du groupe
cyclique engendré par w en ordonnant les éléments de chaque cycle selon l’ordre des puissances de w. Il est
plus simple d’illustrer ceci dans un exemple. Ainsi la forme cyclique de

w =
[

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 6 2 10 9 1 5 8 7 4

]
est (1, 3, 2, 6)(4, 10)(5, 9, 7)(8).

Cette forme cyclique n’est pas unique. Pour l’exemple précédente, nous aurions aussi pu écrire w comme
(2, 6, 1, 3)(4, 10)(9, 7, 5)(8). Dans tous les cas, il est simple de récupérer la forme matricielle de chacune de
ces formes. Le type cyclique λ(w) d’une permutation w ∈ Sn est le partage λ(w) : λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk ≥ . . .
de n, i.e.

∑
k λk = n, obtenu en ordonnant de façon décroissante la taille des cycles de la forme cyclique de

w. Par exemple, le type cyclique de l’élément w ci-dessus est λ(w) : 4 ≥ 3 ≥ 2 ≥ 1.

Il est bien connu que deux permutations sont conjugués si et seulement si elles ont le même type cyclique.
Nous déterminerons plus tard la cardinalité de chacune des classes de conjugaison lorsque nous étudierons
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les représentations de Sn. Nous n’aurons pas besoin de ceci pour l’instant pour déterminer les tables de
caractères de S2, S3 et S4

Définition 4.8 À toute permutation w ∈ Sn, nous pouvons lui associer deux entiers: sa longueur
notée `(w) et son signe noté ε(w). Ces nombres sont définis par

`(w) = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n, w(i) > w(j)} ∈ N et ε(w) = (−1)`(w) ∈ {−1, 1}.

Lemme 4.9 Soit n ∈ N, n ≥ 1.
(a) Si w ∈ Sn, alors `(w−1) = `(w).
(b) Si w,w′ ∈ Sn, alors `(ww′) ≡ `(w) + `(w′) (mod 2) et ε(ww′) = ε(w)ε(w′).
(c) ε : Sn → C×, défini par w 7→ ε(w), est une représentation de Sn de degré 1.
Preuve: (a) Si (i, j) est tel que 1 ≤ i < j ≤ n et w(i) > w(j), alors (w(j), w(i)) est tel que 1 ≤ w(j) <

w(i) ≤ n et w−1(w(j)) = j > i = w−1(w(i)). Conséquemment `(w) ≤ `(w−1) et par symétrie `(w−1) ≤ `(w).
Donc `(w−1) = `(w).

(b) et (c) Il suffit de montrer que `(ww′) ≡ `(w) + `(w′) (mod 2). Tous les autres énoncés de (b) et
(c) sont obtenus facilement de ce résultat.

Si 1 ≤ i < j ≤ n, alors nous avons les quatre possibilités suivantes:
1) (w′)−1(i) < (w′)−1(j) et w(i) < w(j), et conséquemment ww′((w′)−1(i)) < ww′((w′)−1(j));
2) (w′)−1(i) < (w′)−1(j) et w(i) > w(j), et conséquemment ww′((w′)−1(i)) > ww′((w′)−1(j));
3) (w′)−1(i) > (w′)−1(j) et w(i) < w(j), et conséquemment ww′((w′)−1(i)) < ww′((w′)−1(j));
4) (w′)−1(i) > (w′)−1(j) et w(i) > w(j), et conséquemment ww′((w′)−1(i)) > ww′((w′)−1(j)).
Nous obtenons donc que

`(w) + `((w′)−1)− `(ww′) = 2 |{1 ≤ i < j ≤ n | (w′)−1(i) > (w′)−1(j), w(i) > w(j)}|.

Par (a), `(w′) = `((w′)−1). Le lemme est donc démontré.

4.10 Table des caractères de S2. Ceci est facile parce que S2 est isomorphe au groupe abélien
cyclique Z/2Z. S2 a deux éléments et ceux-ci sont dans des classes de conjugaison distinctes. Il y a donc
deux caractères irréductibles: le caractère trivial 1S2 et le caractère ε du lemme 4.9. La table des caractères
est

S2 1 ≥ 1 2

1S2 1 1

ε 1 -1

Dans la table des caractères, nous avons énuméré les classes de conjugaison de S2 en utilisant les partages
correspondants.

4.11 Table des caractères de S3. Nous savons que S3 a six éléments distribués dans trois classes de
conjugaison. Nous pouvons facilement énumérer celles-ci en utilisant les partages de 3 comme nous l’avons
indiqué en 4.7. Nous avons le tableau suivant

Partage de 3 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 3

Représentant
[

1 2 3
1 2 3

] [
1 2 3
2 1 3

] [
1 2 3
2 3 1

]
Cardinalité 1 3 2

Parce qu’il y a trois classes de conjugaison, alors S3 a trois caractères irréductibles. Nous en connaissons
déjà deux: 1S3 et ε. Pour le troisième caractère irréductible, nous considérons la représentation naturelle
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Rnat de S3 obtenue en associant sa matrice de permutation Rnat(w) d’ordre 3× 3 à chaque permutation w.
Si nous notons le caractère de Rnat par χnat, nous avons le tableau suivant pour ses valeurs prises sur chaque
classe de conjugaison.

Partage de 3 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 3

χnat 3 1 0

Des propositions 3.2 et 3.4 et après avoir calculé

(χnat, χnat)S3 =
1
6
(
(1)(3)(3) + (3)(1)(1) + (2)(0)(0)

)
= 2,

(χnat, 1S3)S3 =
1
6
(
(1)(3)(1) + (3)(1)(1) + (2)(0)(1)

)
= 1

nous obtenons que χnat = 1S3 + θ où θ est le caractère

Partage de 3 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 3

θ 2 0 -1

Nous pouvons conclure que θ est irréductible par la proposition 3.2 en notant que

(θ, θ)S3 =
1
6
(
(1)(2)(2) + (3)(0)(0) + 2(−1)(−1)

)
= 1.

Finalement la table des caractères de S3 est

S3 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 3

1S3 1 1 1

ε 1 −1 1

θ 2 0 -1

4.11 Table des caractères de S4. Nous savons que S4 a 24 éléments distribués dans cinq classes de
conjugaison. Nous pouvons facilement énumérer celles-ci en utilisant les partages de 4 comme nous l’avons
indiqué en 4.7. Nous avons le tableau suivant

λ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 3 ≥ 1 4

w(λ)
[

1 2 3 4
1 2 3 4

] [
1 2 3 4
2 1 3 4

] [
1 2 3 4
2 1 4 3

] [
1 2 3 4
2 3 1 4

] [
1 2 3 4
2 3 4 1

]
|cl(λ)| 1 6 3 8 6

où λ désigne un partage de 4, w(λ) est une permutation dans la classe de conjugaison correspondant au
partage λ et |cl(λ)| est la cardinalité de la classe de conjugaison.

Parce que S4 a 5 classes de conjugaison, alors S4 a exactement 5 caractères irréductibles. Nous con-
naissons déjà deux caractères irréductibles: 1S4 et ε. Pour obtenir d’autres caractères irréductibles, nous
pouvons considérer la représentation naturelle Rnat de S4 obtenue en associant sa matrice de permutation
Rnat(w) d’ordre 4× 4 à chaque permutation w. Si nous notons le caractère de Rnat par χnat, nous avons le
tableau suivant pour ses valeurs prises sur chaque classe de conjugaison.

λ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 3 ≥ 1 4

χnat 4 2 0 1 0
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Des propositions 3.2 et 3.4 et après avoir calculé

(χnat, χnat)S4 =
1
24
(
(1)(4)(4) + (6)(2)(2) + (3)(0)(0) + (8)(1)(1) + (6)(0)(0)

)
= 2,

(χnat, 1S4)S4 =
1
24
(
(1)(4)(1) + (6)(2)(1) + (3)(0)(1) + (8)(1)(1) + (6)(0)(1)

)
= 1

nous obtenons que χnat = 1S4 + θ où θ est le caractère

λ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 3 ≥ 1 4

θ 3 1 -1 0 -1

Nous pouvons conclure que θ est irréductible par la proposition 3.2 en notant que

(θ, θ)S4 =
1
24
(
(1)(3)(3) + (6)(1)(1) + 3(−1)(−1) + (8)(0)(0) + (6)(−1)(−1)

)
= 1.

Par la proposition 2.8 (d), nous avons que θ ε est aussi un caractère de S4. Ses valeurs sont données par

λ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 3 ≥ 1 4

θ ε 3 -1 -1 0 1

Nous pouvons conclure que θ ε est irréductible par la proposition 3.2 en notant que

(θ ε, θ ε)S4 =
1
24
(
(1)(3)(3) + (6)(−1)(−1) + 3(−1)(−1) + (8)(0)(0) + (6)(1)(1)

)
= 1.

Nous avons ainsi calculé 4 des caractères irréductibles. Pour le dernier caractère irréductible, nous pouvons
calculer ses valeurs en utilisant le corollaire 3.5 (c) et (d). Notons ce dernier caractère par χ. Parce que
χ(e) > 0 et comme conséquence du corollaire 3.5 (c), nous avons que

(1)2 + (1)2 + (3)2 + (3)2 +
(
χ

([
1 2 3 4
1 2 3 4

]))2

= 24 ⇒ χ

([
1 2 3 4
1 2 3 4

])
= 2.

Maintenant nous pouvons utiliser le corollaire 3.5 (d) et le fait que nous connaissons χ(e) pour déterminer
les valeurs de χ sur les autres classes de conjugaison. Ainsi χ est donné par

λ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 3 ≥ 1 4

χ 2 0 2 -1 0

Finalement la table de caractères de S4 est

S4 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 3 ≥ 1 4

1S4 1 1 1 1 1

ε 1 -1 1 1 -1

θ 3 1 -1 0 -1

θ ε 3 -1 -1 0 1

χ 2 0 2 -1 0

Pour le caractère χ, nous aurions aussi pu le construire en notant que θ2 est un caractère de S4 à cause
de la proposition 2.8 (d). Mais nous avons que (θ2, 1S4)S4 = 1, (θ2, θ)S4 = 1 et (θ2, θ ε)S4 = 1. Donc
(θ2 − 1S4 − θ − θ ε) est un caractère. En fait ce caractère est tout simplement χ.
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Définition 4.12 Soit un groupe G. Alors le sous-groupe engendré par l’ensemble {xyx−1y−1 | x, y ∈ G}
des commutateurs de G est appelé le groupe dérivé de G. Nous le noterons par D(G).

Lemme 4.13 Soit un groupe G. Alors
(a) D(G) est un sous-groupe normal de G tel que le groupe quotient G/D(G) est abélien. De plus, si H

est un sous-groupe normal de G tel que le groupe quotient G/H est abélien, alors D(G) ⊆ H.
(b) Si R : G → C× est une représentation de degré 1 de G, alors R̃ : G/D(G) → C×, défini

par R̃(gD(G)) = R(g) pour tout g ∈ G, est une représentation bien définie du groupe abélien G/D(G).
Réciproquement si R̃ : G/D(G) → C× est une représentation de G/D(G) de degré 1, alors R : G → C×,
défini par R(g) = R̃(gD(G)) pour tout g ∈ G, est une représentation de G.

(c) Le nombre de caractères irréductibles de degré 1 de G est l’indice de D(G) dans G, i.e. |G|/|D(G)|.
Preuve: (a) Pour vérifier que D(G) est normal, il suffit de noter que

g(xyx−1y−1)g−1 = (gxg−1)(gyg−1)(gxg−1)−1(gyg−1)−1

pour tout x, y, g ∈ G, parce que D(G) est engendré par les commutateurs de G.
Le groupe quotient G/D(G) est abélien parce que

(xD(G))(yD(G)) = (xyD(G)) = yxx−1y−1xyD(G) = yxD(G) = (yD(G))(xD(G))

car x−1y−1xy ∈ D(G).
Si H est un sous-groupe normal de G tel que G/H est abélien, il suffit pour vérifier que D(G) ⊆ H

de noter que dans G/H, nous avons xyx−1y−1H = (xH)(yH)(x−1H)(y−1H) = H par la commutativité et
ainsi obtenir que xyx−1y−1 ∈ H. De ceci, nous avons que D(G) ⊆ H.

(b) Si R est une représentation de degré 1 de G, alors R(xyx−1y−1) = R(x)R(y)R(x−1)R(y−1) = 1
pour tout x, y ∈ G. De ceci, nous pouvons conclure que R̃ est une représentation bien définie de degré 1 de
G/D(G).

Réciproquement si R̃ : G/D(G) → C× est une représentation de degré 1 de G/D(G), alors R, défini
par R(g) = R̃(gD(G)) pour tout g ∈ G, est R̃ ◦ π, où π : G → G/D(G) est la projection canonique, et
conséquemment est une représentation de G de degré 1.

(c) Par ce que nous avons établi en (b), il existe une bijection entre les représentations de degré 1 de G et
les représentations de degré 1 de G/D(G). Dans ce dernier cas, ces représentations sont les représentations
irréductibles du groupe abélien G/D(G). Mais alors il y a |G/D(G)| caractères irréductibles. Ceci termine
la preuve.

Définition 4.14 Une permutation w ∈ Sn est dite paire (respectivement impaire) si sa longueur est
paire (respectivement impaire). Il est facile de vérifier que l’ensemble {w ∈ Sn | `(w) ≡ 0 (mod 2)} des
permutations paires de Sn est un sous-groupe normal de Sn d’indice 2 appelé le groupe alterné et que
nous noterons par An. Il suffit de noter que An est le noyau de l’homomorphisme surjectif ε : Sn → {−1, 1}
de Sn vers le groupe multiplicatif {−1, 1}.

Exemple 4.15 Nous pouvons illustrer le lemme 4.13 dans le cas particulier de S4. Il n’est pas difficile
de vérifier que le groupe dérivé D(S4) de S4 est A4. En fait, il n’est pas très difficile de vérifier que le groupe
dérivé D(Sn) de Sn est An pour tout n ≥ 1. Conséquemment le nombre de caractères irréductibles de degré
1 doit être l’indice de A4 dans S4, i.e. 2. C’est bien ce que nous avons obtenu à l’exemple 4.11. De plus
comme S4/A4 est isomorphe à Z/2Z, nous pouvons facilement déterminer ces deux caractères en passant au
quotient.

Nous allons maintenant calculer la table de caractères de A4. Noter que pour A2 et A3, nous connaissons
leurs tables de caractères. En effet, A2 est le groupe trivial {e}, alors que A3 est isomorphe à Z/3Z étant
un groupe à trois éléments et que 3 est un entier premier. Nous avons vu plus tôt ces deux cas.

4.16 Table de caractères de A4. Le groupe A4 a 12 éléments. Comme A4 est normal, si une
classe de conjugaison de S4 a un élément dans A4, alors elle est complètement contenue dans A4. De ceci,
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nous obtenons que A4 est la réunion disjointe des classes de conjugaison de S4 correspondant aux partages
suivants: 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1, 2 ≥ 2 et 3 ≥ 1. Il faut noter que même si deux éléments sont conjugués dans S4,
ils ne sont pas nécessairement conjugués dans A4. Cependant si deux éléments de A4 ne sont pas conjugués
dans S4, alors ils ne peuvent pas être conjugués dans A4. De tout ceci, nous pouvons ainsi conclure que
chacune des classes de conjugaison de S4 contenues dans A4 est la réunion disjointe de classes de conjugaison
de A4. Il nous faut maintenant étudier chacune des classes de S4 contenues dans A4.

La classe de S4 correspondant au partage 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 a un seul élément: l’identité. Donc c’est une
classe de conjugaison dans A4. Nous la noterons aussi [1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1].

La classe de S4 correspondant au partage 2 ≥ 2 a 3 éléments. Ceux-ci sont de la forme cyclique
(a, b)(c, d) où a, b, c, d sont les entiers de 1 à 4. Clairement si nous avons deux éléments w = (a, b)(c, d) et
w′ = (a′, b′)(c′, d′) appartenant à cette classe, alors une seule des deux permutations suivantes appartient à
A4  a b c d

↓ ↓ ↓ ↓
a′ b′ c′ d′

 ,

 a b c d
↓ ↓ ↓ ↓
b′ a′ c′ d′

 .

Nous noterons celle-ci par x. Dans ce cas, nous avons w′ = xwx−1. Conséquemment cette classe de S4 est
une classe de conjugaison de A4. Nous la noterons aussi [2 ≥ 2].

La classe de S4 correspondant au partage 3 ≥ 1 a 8 éléments. ceux-ci sont de la forme cyclique (a, b, c)(d)
où a, b, c, d sont les entiers de 1 à 4. Si nous avons deux éléments w = (a, b, c)(d) et w′ = (a′, b′, c′)(d′)
appartenant à cette classe, alors l’ensemble des éléments x de S4 tels que xwx−1 = w′ est a b c d

↓ ↓ ↓ ↓
a′ b′ c′ d′

 ,

 a b c d
↓ ↓ ↓ ↓
b′ c′ a′ d′

 ,

 a b c d
↓ ↓ ↓ ↓
c′ a′ b′ d′

 .

Mais tous ces éléments sont soit dans A4 ou soit aucun n’appartient à A4. D’un de ces éléments, nous
obtenons les autres en le multipliant par une permutation paire. La conséquence de tout ceci est que cette
classe de conjugaison de S4 se divise en deux classes de conjugaison dans A4: la classe de conjugaison de la
permutation w = (1, 2, 3)(4) que nous noterons par [3 ≥ 1]′ et celle de la permutation w = (1, 3, 2)(4) que
nous noterons par [3 ≥ 1]′′. Il est facile de déterminer la cardinalité de chacune de ces classes. Nous avons
le tableau suivant.

Classe [1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1] [2 ≥ 2] [3 ≥ 1]′ [3 ≥ 1]′′

Représentant
[

1 2 3 4
1 2 3 4

] [
1 2 3 4
2 1 4 3

] [
1 2 3 4
2 3 1 4

] [
1 2 3 4
3 1 2 4

]
Cardinalité 1 3 4 4

Nous pouvons maintenant calculer le groupe dérivé de A4. Comme D(A4) est un groupe normal de A4,
si un élément d’une classe de conjugaison de A4 est dans D(A4), alors toute la classe est dans D(A4). Nous
pouvons noter que la classe correspondant à [2 ≥ 2] est contenue dans D(A4), parce que[

1 2 3 4
2 1 4 3

]
= xyx−1y−1 avec x =

[
1 2 3 4
2 3 1 4

]
et
[

1 2 3 4
3 2 4 1

]
Il est facile de noter que la réunion des deux classes: [1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1] et [2 ≥ 2] est un groupe normal

H tel que le groupe quotient A4/H a 3 éléments. i.e qu’il est abélien. De tout ce qui précède et du lemme
4.13, nous obtenons que D(A4) = H.

Donc A4 aura trois caractères irréductibles de degré 1, que nous obtenons en passant au groupe quotient
A4/D(A4). Ce groupe est{[

1 2 3 4
1 2 3 4

]
D(A4),

[
1 2 3 4
2 3 1 4

]
D(A4),

[
1 2 3 4
3 1 2 4

]
D(A4)

}
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et nous avons ([
1 2 3 4
2 3 1 4

]
D(A4)

)2

=
[

1 2 3 4
3 1 2 4

]
D(A4).

Soit α = exp(2πi/3) = (−1 +
√

3i)/2. Alors les valeurs des caractères de degré 1 sur les différentes
classes de conjugaison sont

[1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1] [2 ≥ 2] [3 ≥ 1]′ [3 ≥ 1]′′

1A4 1 1 1 1

χ1,2 1 1 α α2

χ1,3 1 1 α2 α

Nous pouvons aussi restreindre une représentation de S4 à son sous-groupe A4 et nous obtenons ainsi
une représentation de A4. La valeur de son caractère sur la classe de conjugaison cl est obtenue de celle du
caractère de S4 restreint à la classe de conjugaison de S4 contenant cl. Ainsi si nous restreignons le caractère
θ de notre exemple 4.11 à A4, nous obtenons le caractère

[1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1] [2 ≥ 2] [3 ≥ 1]′ [3 ≥ 1]′′

θ|A4 3 −1 0 0

En calculant(
θ|A4 , θ|A4

)
A4

=
1
12
(
(1)(3)(3) + (3)(−1)(−1) + (4)(0)(0) + (4)(0)(0)

)
= 1,

nous obtenons que θ|A4 est irréductible. Nous avons ainsi obtenu tous les caractères irréductibles. La table
des caractères est

[1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1] [2 ≥ 2] [3 ≥ 1]′ [3 ≥ 1]′′

1A4 1 1 1 1

χ1,2 1 1 α α2

χ1,3 1 1 α2 α

θ|A4 3 −1 0 0

Exemple 4.17 Fixons un carré C dans le plan R2 centré à l’origine. Notons par d: une des droites
passant par le milieu d’un côté du carré C et l’origine. Soit le groupe G des isométries du plan qui préserve
C. Noter que nous ne supposons pas que ces isométries préservent l’orientation. G est le groupe diédral
D4. Nous étudierons les caractères irréductibles des groupes diédraux plus tard. Maintenant nous allons
déterminer ceux de D4. Notons par R: la rotation du plan centrée à l’origine d’angle π/2 dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre et par S: la symétrie du plan fixant la droite d.

Le groupe G est {Ri | i = 0, 1, 2, 3} ∪ {SRi | i = 0, 1, 2, 3}. Nous pouvons calculer

RiRj(Ri)−1 = Rj , Ri(SRj)(Ri)−1 = SR(j−2i),

(SRi)(Rj)(SRi)−1 = R−j , (SRi)(SRj)(SRi)−1 = SR(2i−j).

Nous obtenons alors que G a cinq classes de conjugaison:

{I = R0}, {R,R3}, {R2}, {S, SR2}, {SR, SR3}

et G a 5 caractères irréductibles.
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Nous avons aussi

RiRj(Ri)−1(Rj)−1 = R0, Ri(SRj)(Ri)−1(SRj)−1 = R2i,

(SRi)(Rj)(SRi)−1(Rj)−1 = R−2j , (SRi)(SRj)(SRi)−1(SRj)−1 = R2(j−i).

De ceci, nous obtenons que D(G) = {I = R0, R2} et G a alors |G|/|D(G)| = 8/2 = 4 caractères irréductibles
de degré 1.

Le groupe G/D(G) est {D(G), SD(G), RD(G), SRD(G)}. C’est un groupe abélien d’ordre 4, i.e. qu’il
est soit isomorphe à Z/4Z ou à Z/2Z×Z/2Z. Comme chacun des éléments de G/D(G) est d’ordre 2, nous
avons que G/D(G) est isomorphe à Z/2Z×Z/2Z. En fait, cette description en produit direct est la suivante:
G/D(G) est isomorphe à {D(G), SD(G)} × {D(G), RD(G)}. Les valeurs des caractères de degré 1 sur les
classes de conjugaison sont

{I} {R,R3} {R2} {S, SR2} {SR, SR3}
χ1,1 1 1 1 1 1

χ1,2 1 -1 1 1 -1

χ1,3 1 1 1 -1 -1

χ1,4 1 −1 1 -1 1

Pour le dernier caractère irréductible, notons que nous pouvons utiliser la description géométrique de
R et S comme isométries pour associer des matrices. Prenons deux vecteurs unitaires orthonormaux entre
eux tels que v1 est sur la droite d et v2 est obtenu de v1 par une rotation d’angle π/2 dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre. Alors R et S dans cette base sont données par

R =
[

0 −1
1 0

]
, S =

[
1 0
0 −1

]
.

Nous pouvons ainsi calculer les matrices pour chacune des isométries et nous obtenons une représentation
de D4. Son caractère est donné par

{I} {R,R3} {R2} {S, SR2} {SR, SR3}
θ 2 0 −2 0 0

En calculant

(θ, θ)D4 =
1
8
(
(1)(2)(2) + (2)(0)(0) + (1)(−2)(−2) + (2)(0)(0) + 2(0)(0)

)
= 1,

nous obtenons que θ est irréductible. Donc la table de caractères de D4 est

D4 {I} {R,R3} {R2} {S, SR2} {SR, SR3}
χ1,1 1 1 1 1 1

χ1,2 1 -1 1 1 -1

χ1,3 1 1 1 -1 -1

χ1,4 1 −1 1 -1 1

θ 2 0 −2 0 0

Exemple 4.18 Considérons le groupe quaternionien Q = {±1,±i,±j,±k} dans l’algèbre des quater-
nions. Les quaternions forment une algèbre A de dimension 4 sur R dont les éléments sont de la forme
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(a1 + bi+ cj+ dk) avec a, b, c, d ∈ R et telle que 1 est un élément central, i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i,
ki = j, ji = −k, kj = −i et ik = −j. Il est facile de calculer les classes de conjugaison de Q. Nous obtenons
5 classes de conjugaison: {1}, {−1}, {i,−i}, {j,−j} et {k,−k}.

Le groupe dérivé est D(Q) = {±1}. Par exemple −1 = ij(i)−1(j)−1 = k2. Q a donc quatre car-
actères irréductibles de degré 1. Le groupe quotient Q/D(Q) = {D(Q), iD(Q), jD(Q), kD(Q)} est isomor-
phe à Z/2Z × Z/2Z. En fait, cette description en produit direct est la suivante: Q/D(Q) est isomorphe à
{D(Q), iD(Q)} × {D(Q), jD(Q)}. Les valeurs des caractères irréductibles de degré 1 sont

{1} {±i} {−1} {±j} {±k}
χ1,1 1 1 1 1 1

χ1,2 1 -1 1 1 -1

χ1,3 1 1 1 -1 -1

χ1,4 1 −1 1 -1 1

Nous pouvons calculer le dernier caractère irréductible de Q en utilisant le corollaire 3.5 (c) et (d). Nous
obtenons ainsi la table de caractères

D4 {1} {±i} {−1} {±j} {±k}
χ1,1 1 1 1 1 1

χ1,2 1 -1 1 1 -1

χ1,3 1 1 1 -1 -1

χ1,4 1 −1 1 -1 1

θ 2 0 −2 0 0

Nous aurions aussi pu décrire la représentation correspondant au caractère θ. Il suffit de noter que A est
une algèbre de dimension 2 sur C. En effet, (a+ bi+ cj+ dk) = α+βj, où α = a+ bi et β = c+ di. Chaque
élement de Q est inversible. La représentation correspondant à θ est définie par R : Q → GL(A) où R(x)
est l’homomorphisme (α+ βj) 7→ (α+ βj)(x−1). Les matrices R(x) pour x ∈ Q sont

R(±1) = ±
(

1 0
0 1

)
, R(±i) = ±

(
−i 0
0 i

)
, R(±j) = ±

(
0 1
−1 0

)
, R(±k) = ±

(
0 −i
−i 0

)
.

Remarque 4.19 Noter que D4 et Q ont la même cardinalité, le même nombre de classes de conjugaison
et la même table de caractères. Mais ces deux groupes ne sont pas isomorphes. En effet, nous pouvons calculer
l’ordre des éléments de D4 et de Q. Nous obtenons ainsi que I est d’ordre 1; R2, S, SR, SR2, SR3 sont
d’ordre 2; R et R3 sont d’ordre 4. Pour Q, 1 est d’ordre 1; −1 est d’ordre 2 et tous les autres éléments sont
d’ordre 4. Donc si deux groupes ont la même table de caractères à permutation près, nous ne pouvons pas
conclure de ceci qu’ils sont isomorphes.
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CHAPITRE 5

REPRÉSENTATION INDUITE

Jusqu’à maintenant toutes nos constructions proviennent de l’algèbre linéaire: produit tensoriel, dual,
hom. Dans ce cinquième chapitre, nous allons maintenant présenter une construction propre à la théorie des
représentations: la représentation induite.

À partir d’une représentation d’un sous-groupe H du groupe G, il s’agit de construire une représentation
de G. Nous obtenons ainsi beaucoup de représentations. La stratégie ensuite est de décomposer celles-ci et
de déterminer une façon d’obtenir les représentations irréductibles des induites.

Nous complèterons ce chapitre en déterminant les caractères irréductibles des groupes diédraux Dn en
induisant à partir des représentations irréductibles du sous-groupe des rotations de Dn. Nous allons aussi
illustrer comment certaines représentations induites obtenues de représentations de sous-groupes de S4 se
décomposent.

Construction 5.1 Soient un sous-groupe H du groupe fini G et une représentation R′ : H → GLn(C)
de H de degré n. Nous voulons maintenant construire (sous sa forme matricielle) une représentation de G.

Notons par X: un ensemble des représentants des classes à gauche de G suivant H, i.e. nous fixons un
élément x pour chaque classe gH ∈ G/H. Chaque élément g de G peut s’écrire d’une et une seule façon sous
la forme g = πX(g)πH(h) avec πX(g) ∈ X et πH(g) ∈ H.

Soit la matrice [R′↑GH ](g) définie comme une matrice partagée en |X| × |X| blocs de matrices d’ordre
n × n. Les colonnes et les lignes de blocs de [R′↑GH ](g) sont indexées par les éléments de X. Les matrices
dans la colonne de blocs correspondant à l’élément x ∈ X sont toutes nulles sauf celle de la ligne de blocs
correspondant à l’unique élément y = πX(gx) ∈ X. Dans ce dernier cas, la matrice d’ordre n× n est R′(h)
avec h = πH(gx).

Cette matrice [R′↑GH ](g) est inversible, i.e. est un élément de GLn |X|(C). En effet, son déterminant
det
(
[R′↑GH ](g)

)
est à un signe près le produit des déterminants∏

x∈X
det
(
R′(πH(gx))

)
.

Montrons que [R′↑GH ](gg′) = [R′↑GH ](g) [R′↑GH ](g′) pour tout g, g′ ∈ G. En effet, si nous regardons la
seule matrice non nulle dans la colonne de blocs correspondant à l’élément x ∈ X de [R′↑GH ](gg′): celle-ci
est située dans la ligne de blocs correspondant à l’unique élément πX(gg′x) et est égale à R′(πH(gg′x)). Si
nous considérons maintenant la colonne de blocs de [R′↑GH ](g′) correspondant à l’unique élément x ∈ X,
cette colonne contient une seule matrice non nulle, celle dans la ligne y = πX(g′x) ∈ X, qui est égale à
R′(πH(g′x)). Si nous considérons maintenant la colonne de blocs de [R′ ↑GH ](g) correspondant à l’unique
élément y ∈ X, alors cette colonne contient une seule matrice non nulle, celle dans la ligne πX(gy) ∈ X,
qui est égale à R′(πH(gy)). Ainsi il y a une seule matrice non nulle dans la colonne de blocs correspondant
à l’élément x ∈ X de [R′↑GH ](g) [R′↑GH ](g′), il s’agit de celle à la ligne de blocs correspondant à πX(gy) où
y = πX(g′x) et cette matrice est égale à R′(πH(gy))R′(πH(g′x)). Mais des définitions de πH et πX , nous
avons que

gg′x = πX(gg′x)πH(gg′x) = gπX(g′x)πH(g′x) = gyπH(g′x) = πX(gy)πH(gy)πH(g′x)
⇒ πH(gg′x) = πH(gy)πH(g′x).

Finalement comme R′ est un homomorphisme, nous obtenons que [R′↑GH ](gg′) = [R′↑GH ](g) [R′↑GH ](g′) pour
tout g, g′ ∈ G.

De ce qui précède, nous avons ainsi montré que

Proposition 5.2 (Avec les notations de 5.1) [R′↑GH ] : G→ GLn |X|(C) est une représentation de G de
degré n |X| appelée la représentation de G induite de la représentation R′ du sous-groupe H. Nous noterons
aussi cette représentation par IndGH(R′).
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Remarque 5.3 Certaines des représentations étudiées auparavant sont des représentations induites.
Ainsi la représentation régulière de G est la représentation induite IndG{e}(1) obtenue de la représentation
triviale 1 du sous-groupe triviale {e} de G.

Supposons que G agit transitivement sur l’ensemble fini X, i.e. X est une orbite de l’action de G, alors
la représentation RX par permutation définie à l’exemple 1.9 est la représentation induite IndGH(1) obtenue
de la représentation triviale 1 du sous-groupe H = {g ∈ G | gx = x}, où x est un élément fixé de X.

Proposition 5.4 Soient une représentation R′ : H → GLn(C) du sous-groupe H de G dont le caractère
est χ : H → C, un ensemble X de représentants des classes à gauche de H dans G et la représentation
[R′↑GH ] = IndGH(R′) de G induite de R′. Alors le caractère de [R′↑GH ], noté par

[
χ ↑GH

]
, est donné par la

formule [
χ↑GH

]
(g) =

∑
x∈X

x−1gx∈H

χ(x−1gx) =
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

χ(y−1gy) pour tout g ∈ G.

Preuve: Il nous faut calculer la trace de [R′ ↑GH ](g). Il s’agit donc de faire la somme des traces des
matrices sur la diagonale principale de blocs. La matrice dans la colonne de blocs correspondant à l’élément
x ∈ X et dans la ligne de blocs correspondant à l’élément x est non nulle si et seulement si gx = xh, où
h ∈ H. Dans ce cas, la matrice est R′(h) = R′(x−1gx). Nous avons alors que[

χ↑GH
]
(g) =

∑
x∈X

x−1gx∈H

χ(x−1gx).

Pour ce qui est de la seconde formule, il suffit de noter que χ est une fonction de classe sur le groupe
H. Ainsi χ(h−1x−1gxh) = χ(x−1gx) pour tout h ∈ H. En utilisant ceci, nous obtenons que∑

x∈X

x−1gx∈H

χ(x−1gx) =
1
|H|

∑
h∈H

∑
x∈X

x−1gx∈H

χ(h−1x−1gxh) =
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

χ(y−1gy)

en posant y = xh.

Définition 5.5 Fixons un polygone P régulier dans le plan, centré à l’origine et ayant n sommets. Le
groupe des isométries du plan préservant P est le groupe diédral Dn. Si R dénote la rotation centrée à
l’origine d’angle 2π/n dans le sens inverse des aiguilles d’une montre et S est la réflexion par rapport à une
droite passant par l’origine et l’un des sommets de P , alors le groupe Dn est engendré par R et S. Ces
isométries satisfont les relations:

Rn = S2 = I et SRS = R−1.

Nous obtenons ainsi une présentation de Dn.
Le groupe Dn a 2n éléments et est égal {Ri | i = 0, 1, 2, . . . , (n − 1)} ∪ {SRi | i = 0, 1, 2, . . . , (n − 1)}.

Nous pouvons calculer

(r.1)

{
RiRj(Ri)−1 = Rj , Ri(SRj)(Ri)−1 = SR(j−2i),

(SRi)(Rj)(SRi)−1 = R−j , (SRi)(SRj)(SRi)−1 = SR(2i−j).

Ces relations nous permettront de déterminer les classes de conjugaison de Dn.
Nous avons aussi

(r.2)

{
RiRj(Ri)−1(Rj)−1 = R0, Ri(SRj)(Ri)−1(SRj)−1 = R2i,

(SRi)(Rj)(SRi)−1(Rj)−1 = R−2j , (SRi)(SRj)(SRi)−1(SRj)−1 = R2(j−i).

De ceci, nous pourrons calculer le sous-groupe dérivé D′n et les caractères irréductibles de degré 1 de Dn.
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Finalement nous pouvons noter que le sous-groupe 〈R〉 de Dn engendré par R est {I,R,R2, . . . , Rn−1}
et est isomorphe au groupe cyclique Z/nZ.

5.6 Table des caractères de Dn (n pair). Supposons que n = 2k est pair où k ≥ 1. Alors à cause
des relations (r.1) de 5.5, nous obtenons que Dn a (k + 3) classes de conjugaison et

Cl(Dn) =
{
{I}, {R,Rn−1}, . . . , {Rk−1, Rk+1}, {Rk}, {S, SR2, . . . , SRn−2}, {SR, SR3, . . . , SRn−1}

}
.

Donc Dn a (k + 3) caractères irréductibles.
Nous obtenons que le groupe dérivé D′n de Dn est {I,R2, R4, . . . , Rn−2} à cause des relations (r.2) de 5.5.

Donc Dn/D
′
n est {D′n, RD′n, SD′n, SRD′n} et Dn/D

′
n est isomorphe au groupe abélien Z/2Z×Z/2Z. Cette

description de Dn/D
′
n est donnée par Dn/D

′
n = {D′n, RD′n}×{D′n, SD′n}. De tout ceci, nous obtenons que

Dn a 4 caractères irréductibles de degré 1. Ceux-ci sont donnés dans la table suivante.

{I} {Rj , Rn−j} avec 1 ≤ j ≤ k − 1 {Rk} {SRj | j pair} {SRj | j impair}
χ1,1 1 1 1 1 1

χ1,2 1 (−1)j (−1)k 1 -1

χ1,3 1 1 1 -1 -1

χ1,4 1 (−1)j (−1)k −1 1

Il nous faut maintenant considérer les autres caractères irréductibles de Dn. Notons par H: le sous-
groupe de Dn engendré par R, i.e. H = {I,R,R2, . . . , Rn−1}. Fixons une racine α primitive nième de l’unité,
par exemple α = exp(2πi/n). Pour m = 0, 1, 2, . . . , (n − 1), notons par R′m : H → C×: la représentation
définie par R′m(Rj) = (α)jm pour tout j = 0, 1, 2 . . . , (n − 1) et son caractère ψm : H → C défini par
ψm(Rj) = αjm. Soient la représentation [R′m↑

Dn

H ] = IndDn

H (Rm) induite de Rm et son caractère χ2,m =[
ψm ↑Dn

H

]
. Nous allons maintenant décrire les matrices de cette représentation et les valeurs prises par ces

caractères.
Comme ensemble X de représentants des classes à gauche de H dans Dn, nous avons X = {I, S}. Alors

parce que RjI = RjI, RjS = SR−j , SRjI = SRj et SRjS = R−j , nous obtenons que

[R′m↑
Dn

H ](Rj) =
(
αjm 0

0 α−jm

)
et [R′↑Dn

H ](SRj) =
(

0 α−jm

αjm 0

)
Ainsi les valeurs prises par χ2,m sont

{I} {Rj , Rn−j} avec 1 ≤ j ≤ k − 1 {Rk} {SRj | j pair} {SRj | j impair}
χ2,m 2 αjm + α−jm 2(−1)m 0 0

Ici nous utilisons le fait que αn = α2k = 1 et α est une racine primitive nième de l’unité pour obtenir que
αk = −1.

Nous pouvons maintenant calculer (χ2,m, χ2,m)Dn pour m = 0, 1, 2, . . . , k − 1. Commençons par le cas
où 1 ≤ m ≤ k − 1. Conséquemment α2m 6= 1 et α−2m 6= 1. Alors (χ2,m, χ2,m)Dn est égal à

1
2n

(1)(2)(2) +

k−1∑
j=1

(2)(αjm + α−jm)(αjm + α−jm)

+ (2)(−1)m(2)(−1)m + (k)(0)(0) + (k)(0)(0)


=

1
2n

(1)(2)(2) + 2

k−1∑
j=1

(α2jm + 2 + α−2jm)

+ (4)


=

1
2n

(4)(k − 1) + 2

k−1∑
j=0

(α2jm + α−2jm)

+ (4)


=

1
2n

[
(4k) + 2

[
α2km − 1
α2m − 1

]
+ 2

[
α−2km − 1
α−2m − 1

]]
= 1
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car α2m 6= 1, α−2m 6= 1 pour m = 1, 2, . . . , k − 1, α2k = 1 et 2n = 4k.

Si nous considérons maintenant le cas où m = 0, alors (χ2,m, χ2,m)Dn
est égal à

1
2n

(1)(2)(2) +

k−1∑
j=1

(2)(2)(2)

+ (2)(2) + (k)(0)(0) + (k)(0)(0)

 =
8k
2n

= 2

car n = 2k.
De tout ceci, nous pouvons conclure que chacun des caractères χ2,m pour m = 1, 2, . . . , k − 1 est

irréductible; alors que le caractère χ2,0 n’est pas irréductible.
Nous pouvons aussi noter que si χ2,m = χ2,m′ pour m,m′ ∈ {1, 2, . . . , k − 1}, alors m′ = m. En effet,

supposons que χ2,m = χ2,m′ et m′ > m, alors (αm + α−m) = χ2,m(R) = χ2,m′(R) = (αm
′

+ α−m
′
). Ainsi

nous obtenons que

(α2m + 1)
αm

=
(α2m′ + 1)

αm′
⇒ αm

′
(α2m + 1) = αm(α2m′ + 1) ⇒ (αm

′−m − 1)(αm
′+m − 1) = 0.

Mais ceci est impossible. En effet, (αm
′−m−1) 6= 0 et (αm

′+m−1) 6= 0, parce que α est une racine primitive
nième de l’unité, 0 < (m′ −m) < k < n et 0 < (m′ +m) < 2k < n.

Conséquemment nous avons ainsi (k − 1) caractères irréductibles distincts de degré 2: χ2,m où m =
1, 2, . . . , (k − 1). En considérant les 4 caractères irréductibles de degré 1, nous avons (k + 3) caractères
irréductibles, i.e. tous les caractères irréductibles de Dn. La table des caractères de Dn pour n = 2k ≥ 2 et
pair est

Dn {I} {Rj , Rn−j} avec 1 ≤ j ≤ k − 1 {Rk} {SRj | j pair} {SRj | j impair}
χ1,1 1 1 1 1 1

χ1,2 1 (−1)j (−1)k 1 -1

χ1,3 1 1 1 -1 -1

χ1,4 1 (−1)j (−1)k −1 1

χ2,m 2 αjm + α−jm 2(−1)m 0 0

où dans la dernière ligne m = 1, 2, . . . , (k − 1).

Nous pouvons aussi décomposer la représentation χ2,0. Nous obtenons

(χ2,0, χ1,1)Dn
= 1, (χ2,0, χ1,2)Dn

= 0, (χ2,0, χ1,3)Dn
= 1 et (χ2,0, χ1,4)Dn

= 0.

Conséquemment χ2,0 = χ1,1 + χ1,3.
Nous aurions aussi pu considérer des valeurs de m ≥ k. Le même type d’argument nous permettrait

décomposer les représentations χ2,m si m ≥ k.

5.7 Table des caractères de Dn (n impair). Supposons que n = 2k + 1 est impair où k ≥ 1. Alors
à cause des relations (r.1) de 5.5, nous obtenons que Dn a (k + 2) classes de conjugaison et

Cl(Dn) =
{
{I}, {R,Rn−1}, . . . , {Rk−1, Rk+2}, {Rk, Rk+1}, {S, SR, SR2 . . . , SRn−1}

}
.

Donc Dn a (k + 2) caractères irréductibles.
Nous obtenons que le groupe dérivé D′n de Dn est {I,R,R2, . . . , Rn−1} à cause des relations (r.2) de

5.5. Donc Dn/D
′
n est {D′n, SD′n} et Dn/D

′
n est isomorphe au groupe abélien Z/2Z. De tout ceci, nous

obtenons que Dn a 2 caractères irréductibles de degré 1. Ceux-ci sont donnés dans la table suivante.
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{I} {Rj , Rn−j} avec 1 ≤ j ≤ k {SRj | j = 0, 1, . . . , n− 1}
χ1,1 1 1 1

χ1,2 1 1 −1

Il nous faut maintenant considérer les autres caractères irréductibles de Dn. Notons par H: le sous-
groupe de Dn engendré par R, i.e. H = {I,R,R2, . . . , Rn−1}. Fixons une racine α primitive nième de l’unité,
par exemple α = exp(2πi/n). Pour m = 0, 1, 2, . . . , (n − 1), notons par Rm : H → C×: la représentation
définie par R′m(Rj) = (α)jm pour tout j = 0, 1, 2 . . . , (n − 1) et son caractère ψm : H → C défini par
ψm(Rj) = αjm. Soient la représentation [R′m↑

Dn

H ] = IndDn

H (Rm) induite de Rm et son caractère χ2,m =[
ψm ↑Dn

H

]
. Nous allons maintenant décrire les matrices de cette représentation et les valeurs prises par ces

caractères.
Comme ensemble X de représentants des classes à gauche de H dans Dn, nous avons X = {I, S}. Alors

parce que RjI = RjI, RjS = SR−j , SRjI = SRj et SRjS = R−j , nous obtenons que

[R′m↑
Dn

H ](Rj) =
(
αjm 0

0 α−jm

)
et [R′m↑

Dn

H ](SRj) =
(

0 α−jm

αjm 0

)
Ainsi les valeurs prises par χ2,m sont

{I} {Rj , Rn−j} avec 1 ≤ j ≤ k {SRj | j = 0, 1, . . . , (n− 1)}
χ2,m 2 αjm + α−jm 0

Nous pouvons maintenant calculer (χ2,m, χ2,m)Dn pour m = 0, 1, 2, . . . , k. Commençons par le cas où
1 ≤ m ≤ k. Conséquemment α2m 6= 1 et α−2m 6= 1. Alors (χ2,m, χ2,m)Dn est égal à

1
2n

(1)(2)(2) +

 k∑
j=1

(2)(αjm + α−jm)(αjm + α−jm)

+ (n)(0)(0)


=

1
2n

(1)(2)(2) + 2

 k∑
j=1

(α2jm + 2 + α−2jm)


=

1
2n

(4)(k) + 2

 k∑
j=0

(α2jm + α−2jm)


=

1
2n

[
(4k) + 2

[
α2(k+1)m − 1
α2m − 1

]
+ 2

[
α−2(k+1)m − 1
α−2m − 1

]]
=

1
2n

[
(4k) + 2

[
αm − 1
α2m − 1

]
+ 2

[
α−m − 1
α−2m − 1

]]
=

1
2n

[
(4k) + 2

[
(αm − 1 + α2m − αm)

(α2m − 1)

]]
=

1
2n

[
(4k) + 2

[
(α2m − 1)
(α2m − 1)

]]
=

1
2n

[(4k) + 2] = 1

car α2m 6= 1, α−2m 6= 1 pour m = 1, 2, . . . , k − 1 et 2n = 4k + 2.
Si nous considérons maintenant le cas où m = 0, alors (χ2,m, χ2,m)Dn

est égal à

1
2n

(1)(2)(2) +

 k∑
j=1

(2)(2)(2)

 =
8k + 4

2n
= 2

car n = 2k + 1.
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De tout ceci, nous pouvons conclure que chacun des caractères χ2,m pour m = 1, 2, . . . , k est irréductible;
alors que le caractère χ2,0 n’est pas irréductible.

Nous pouvons aussi noter que si χ2,m = χ2,m′ pour m,m′ ∈ {1, 2, . . . , k}, alors m′ = m. En effet,
supposons que χ2,m = χ2,m′ et m′ > m, alors (αm + α−m) = χ2,m(R) = χ2,m′(R) = (αm

′
+ α−m

′
). Ainsi

nous obtenons que

(α2m + 1)
αm

=
(α2m′ + 1)

αm′
⇒ αm

′
(α2m + 1) = αm(α2m′ + 1) ⇒ (αm

′−m − 1)(αm
′+m − 1) = 0.

Mais ceci est impossible. En effet, (αm
′−m−1) 6= 0 et (αm

′+m−1) 6= 0, parce que α est une racine primitive
nième de l’unité, 0 < (m′ −m) < k < n et 0 < (m′ +m) < 2k < n.

Conséquemment nous avons ainsi k caractères irréductibles distincts de degré 2: χ2,m où m = 1, 2, . . . , k.
En considérant les 2 caractères irréductibles de degré 1, nous avons (k+ 2) caractères irréductibles, i.e. tous
les caractères irréductibles de Dn. La table des caractères de Dn pour n = (2k + 1) ≥ 3 et impair est

{I} {Rj , Rn−j} avec 1 ≤ j ≤ k {SRj | j = 0, 1, . . . , n− 1}
χ1,1 1 1 1

χ1,2 1 1 −1

χ2,m 2 αjm + α−jm 0

où dans la dernière ligne m = 1, 2, . . . , k.
Nous pouvons aussi décomposer la représentation χ2,0. Nous obtenons

(χ2,0, χ1,1)Dn
= 1 et (χ2,0, χ1,2)Dn

= 1.

Conséquemment χ2,0 = χ1,1 + χ1,2.
Nous aurions aussi pu considérer des valeurs de m > k. Le même type d’argument nous permettrait

décomposer les représentations χ2,m si m > k.

Nous allons aussi illustrer comment associer un partage de n à toute représentation irréductible de Sn
pour n = 2, 3, 4 en utilisant des représentations induites. Pour ce faire, il nous faut premièrement expliquer
comment associer un groupe S(λ) à un partage λ. C’est de ces groupes que nous allons induire.

Définition 5.8 Étant donné la partage λ : λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk de n, nous noterons par S(λ): le
sous-groupe de Sn consistant des permutations w de {1, 2, . . . , n} telles que

w({1, 2, . . . , µ1}) = {1, 2, . . . , µ1}
w({µ1 + 1, µ1 + 2, . . . , µ2}) = {µ1 + 1, µ1 + 2, . . . , µ2}

...
w({µk−1 + 1, µk−1 + 2, . . . , µk}) = {µk−1 + 1, µk−1 + 2, . . . , µk}

où µ1 = λ1, µ2 = λ1 + λ2 , . . . , µk = λ1 + λ2 + . . .+ λk.
Un sous-groupe de Sn conjugué à un sous-groupe S(λ) pour un partage λ de n est dit être un sous-

groupe de Young ou encore un sous-groupe parabolique de Sn.

Lemme 5.10 Étant donné un partage λ : λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk de n, alors l’ensemble X(λ) des
permutations w ∈ Sn telles que

w(1) < w(2) < . . . < w(µ1);
w(µ1 + 1) < w(µ1 + 2) < . . . < w(µ2);

...
w(µk−1 + 1) < w(µk−1 + 2) < . . . < w(µk);
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avec µ1, µ2, . . . , µk définis comme à la définition 5.8, est un ensemble de représentants des classes à gauche
de S(λ) dans Sn.

Preuve: Il suffit de noter que w, w′ sont deux permutations de Sn sont dans la même classe à gauche
de S(λ) si et seulement si

{w(1), w(2), . . . , w(µ1)} = {w′(1), w′(2), . . . , w′(µ1)}
{w(µ1 + 1), w(µ1 + 2), . . . , w(µ2)} = {w′(µ1 + 1), w′(µ1 + 2), . . . , w′(µ2)}

...
{w(µk−1 + 1), w(µk−1 + 2), . . . , w(µk)} = {w′(µk−1 + 1), w′(µk−1 + 2), . . . , w′(µk)}.

Nous obtenons alors un représentant de la classe en prenant la permutation w qui fait en sorte que
chacun des ensembles {w(1), w(2), . . . , w(µ1)}, {w(µ1+1), w(µ1+2), . . . , w(µ2)}, . . . , {w(µk−1+1), w(µk−1+
2), . . . , w(µk)} est écrit en ordre croissant, i.e. un élément de X(λ). En fait, il est facile de noter que chaque
classe à gauche de S(λ) a un seul élément de longueur minimale et X(λ) est l’ensemble de ces éléments de
longueur minimale.

Définition 5.11 Étant donné un partage λ de n, nous pouvons lui associer son diagramme. Il s’agit
du diagramme obtenu en justifiant à gauche les k lignes de cases: la première ligne ayant λ1 cases, la seconde
λ2 et ainsi de suite. Pour illustrer ceci nous avons tracé à la figure 1 ci-dessous les diagrammes des deux
partages λ : 6 ≥ 5 ≥ 3 ≥ 2 ≥ 2 et λ′ : 5 ≥ 5 ≥ 3 ≥ 2 ≥ 2 ≥ 1 de 18.

l l'

Figure 1

Le partage conjugué de λ est obtenu en lisant de gauche à droite le nombre de cases dans chacune
de colonnes du diagramme de λ. Nous noterons ce partage par λ′. Dans l’exemple précédent, le partage
conjugué de λ : 6 ≥ 5 ≥ 3 ≥ 2 ≥ 2 est λ′ : 5 ≥ 5 ≥ 3 ≥ 2 ≥ 2 ≥ 1.

Exemples 5.12 Étant donné un partage λ de n, nous pouvons considérer les deux représentations
induites

[Rtriv ↑Sn

S(λ)] et [Rsigne ↑Sn

S(λ′)]

où Rsigne = ε est le caractère signe. Nous noterons les caractères de ces représentations par [1 ↑Sn

S(λ)] et

[ε ↑Sn

S(λ′)] respectivement. Nous allons déterminer les valeurs prises par ces caractères. En plus, nous les
exprimerons comme combinaison linéaire de caractères irréductibles. Nous utiliserons les notations des
sections 4.10 à 4.12.

Commençons par n = 2. Si λ : 1 ≥ 1, alors λ′ : 2,

S(1 ≥ 1) =
{[

1 2
1 2

]}
et X(1 ≥ 1) =

{[
1 2
1 2

]
,

[
1 2
2 1

]}
.

Si λ : 2, alors λ′ : 1 ≥ 1,

S(2) = S2 et X(2) =
{[

1 2
1 2

]}
39



Si nous considérons les représentations induites pour le partage λ : 1 ≥ 1, alors

[Rtriv ↑S2
S(1≥1)]

[
1 2
1 2

]
=
(

1 0
0 1

)
, [Rtriv ↑S2

S(1≥1)]
[

1 2
2 1

]
=
(

0 1
1 0

)
et

[Rsigne ↑S2
S(2)]

[
1 2
1 2

]
= (1), [Rsigne ↑S2

S(2)]
[

1 2
2 1

]
= (−1)

ont comme caractères
1 ≥ 1 2

[1↑S2
S(1≥1)] 2 0

[ε↑S2
S(2)] 1 -1

Nous avons(
[1↑S2

S(1≥1)], 1
)
S2

=
1
2

((1)(2)(1) + (1)(0)(1)) = 1 et
(
[1↑S2

S(1≥1)], ε
)
S2

=
1
2

((1)(2)(1) + (1)(0)(−1)) = 1.

Alors que

(
[ε↑S2

S(2)], 1
)
S2

=
1
2

((1)(1)(1) + (1)(−1)(1)) = 0 et
(
[ε↑S2

S(2)], ε
)
S2

=
1
2

((1)(1)(1) + (1)(−1)(−1)) = 1.

Donc [1↑S2
S(1≥1)] = (1 + ε) et [ε↑S2

S(2)] = ε.

Si nous considérons les représentations induites pour le partage λ : 2, alors

[Rtriv ↑S2
S(2)]

[
1 2
1 2

]
= (1), [Rtriv ↑S2

S(2)]
[

1 2
2 1

]
= (1)

et

[Rsigne ↑S2
S(1≥1)]

[
1 2
1 2

]
=
[

1 0
0 1

]
, [Rsigne ↑S2

S(1≥1)]
[

1 2
2 1

]
=
[

0 1
1 0

]
ont comme caractères

1 ≥ 1 2

[1↑S2
S(2)] 1 1

[ε↑S2
S(1≥1)] 2 0

Nous avons(
[1↑S2

S(2)], 1
)
S2

=
1
2

((1)(1)(1) + (1)(1)(1)) = 1 et
(
[1↑S2

S(2)], ε
)
S2

=
1
2

((1)(1)(1) + (1)(1)(−1)) = 0.

Alors que

(
[ε↑S2

S(1≥1)], 1
)
S2

=
1
2

((1)(2)(1) + (1)(0)(1)) = 1 et
(
[ε↑S2

S(1≥1)], ε
)
S2

=
1
2

((1)(2)(1) + (1)(0)(−1)) = 1.

Donc [1↑S2
S(1≥1)] = 1 et [ε↑S2

S(1≥1)] = 1 + ε.

Nous pouvons noter que dans chaque cas, il existe un et un seul caractère irréductible qui apparait
simultanément dans la décomposition en irréductibles de [1 ↑S2

S(λ)] et [ε ↑S2
S(λ′)]. En effet, pour λ : 1 ≥ 1, il

s’agit de ε, alors que pour λ : 2, il s’agit de 1. Ainsi à chaque partage λ de 2, nous pouvons associer un
caractère irréductible de S2 et ceci nous donne une bijection entre les partages et les caractères irréductibles.
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Considérons n = 3. Si λ : 1 ≥ 1 ≥ 1, alors λ′ : 3,

S(1 ≥ 1 ≥ 1) =
{[

1 2 3
1 2 3

]}
et

X(1 ≥ 1 ≥ 1) = S3 =
{[

1 2 3
1 2 3

]
,

[
1 2 3
2 1 3

]
,

[
1 2 3
1 3 2

]
,

[
1 2 3
3 1 2

]
,

[
1 2 3
2 3 1

]
,

[
1 2 3
3 2 1

]}
.

Si λ : 2 ≥ 1, alors λ′ : 2 ≥ 1,

S(2 ≥ 1) =
{[

1 2 3
1 2 3

]
,

[
1 2 3
2 1 3

]}
et X(2 ≥ 1) =

{[
1 2 3
1 2 3

]
,

[
1 2 3
1 3 2

]
,

[
1 2 3
2 3 1

]}
Si λ : 3, alors λ′ : 1 ≥ 1 ≥ 1,

S(3) = S3 et X(3) =
{[

1 2 3
1 2 3

]}
Si nous considérons les représentations induites pour le partage λ : 1 ≥ 1 ≥ 1, alors

[Rtriv ↑S3
S(1≥1≥1)]

[
1 2 3
1 2 3

]
=


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ,

[Rtriv ↑S3
S(1≥1≥1)]

[
1 2 3
2 1 3

]
=


0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 ,

[Rtriv ↑S3
S(1≥1≥1)]

[
1 2 3
2 3 1

]
=


0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0


et

[Rsigne ↑S3
S(3)]

[
1 2 3
1 2 3

]
= (1), [Rsigne ↑S3

S(3)]
[

1 2 3
2 1 3

]
= (−1), [Rsigne ↑S3

S(3)]
[

1 2 3
2 3 1

]
= (1)

ont comme caractères
1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 3

[1↑S3
S(1≥1≥1)] 6 0 0

[ε↑S3
S(3)] 1 −1 1

Nous avons(
[1↑S3

S(1≥1≥1)], 1
)
S3

= 1,
(
[1↑S3

S(1≥1≥1)], ε
)
S3

= 1 et
(
[1↑S3

S(1≥1≥1)], θ
)
S3

= 2.

Alors que (
[ε↑S3

S(3)], 1
)
S3

= 0,
(
[ε↑S3

S(3)], ε
)
S3

= 1 et
(
[ε↑S3

S(3)], θ
)
S3

= 0.
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Donc [1↑S3
S(1≥1≥1)] = 1 + ε+ 2θ et [ε↑S3

S(3)] = ε.

Si nous considérons les représentations induites pour le partage λ : 2 ≥ 1, alors

[Rtriv ↑S3
S(2≥1)]

[
1 2 3
1 2 3

]
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , [Rtriv ↑S3
S(2≥1)]

[
1 2 3
2 1 3

]
=

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

[Rtriv ↑S3
S(2≥1)]

[
1 2 3
2 3 1

]
=

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


et

[Rsigne ↑S3
S(2≥1)]

[
1 2 3
1 2 3

]
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , [Rsigne ↑S3
S(2≥1)]

[
1 2 3
2 1 3

]
=

−1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

[Rsigne ↑S3
S(2≥1)]

[
1 2 3
2 3 1

]
=

 0 −1 0
0 0 −1
1 0 0


ont comme caractères

1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 3

[1↑S3
S(2≥1)] 3 1 0

[ε↑S3
S(2≥1)] 3 −1 0

Nous avons (
[1↑S3

S(2≥1)], 1
)
S3

= 1,
(
[1↑S3

S(2≥1)], ε
)
S3

= 0 et
(
[1↑S3

S(2≥1)], θ
)
S3

= 1.

Alors que (
[ε↑S3

S(2≥1)], 1
)
S3

= 0,
(
[ε↑S3

S(2≥1)], ε
)
S3

= 1 et
(
[ε↑S3

S(2≥1)], θ
)
S3

= 1.

Donc [1↑S3
S(2≥1)] = 1 + θ et [ε↑S3

S(2≥1)] = ε+ θ.
Si nous considérons les représentations induites pour le partage λ : 3, alors

[Rtriv ↑S3
S(3)]

[
1 2 3
1 2 3

]
= (1), [Rtriv ↑S3

S(3)]
[

1 2 3
2 1 3

]
= (1), [Rtriv ↑S3

S(3)]
[

1 2 3
2 3 1

]
= (1)

et

[Rsigne ↑S3
S(1≥1≥1)]

[
1 2 3
1 2 3

]
=


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ,

[Rsigne ↑S3
S(1≥1≥1)]

[
1 2 3
2 1 3

]
=


0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 ,

[Rsigne ↑S3
S(1≥1≥1)]

[
1 2 3
2 3 1

]
=


0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0


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ont comme caractères
1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 3

[1↑S3
S(3)] 1 1 1

[ε↑S3
S(1≥1≥1)] 6 0 0

Nous avons (
[1↑S3

S(3)], 1
)
S3

= 1,
(
[1↑S3

S(3)], ε
)
S3

= 0 et
(
[1↑S3

S(3)], θ
)
S3

= 0.

Alors que (
[ε↑S3

S(1≥1≥1)], 1
)
S3

= 1,
(
[ε↑S3

S(1≥1≥1)], ε
)
S3

= 1 et
(
[ε↑S3

S(1≥1≥1)], θ
)
S3

= 2.

Donc [1↑S3
S(3)] = 1 et [ε↑S3

S(1≥1≥1)] = 1 + ε+ 2θ.

Nous pouvons noter que dans chaque cas, il existe un et un seul caractère irréductible qui apparait
simultanément dans la décomposition en irréductibles de [1↑S3

S(λ)] et [ε↑S3
S(λ′)]. En effet, pour λ : 1 ≥ 1 ≥ 1,

il s’agit de ε; pour λ : 2 ≥ 1, il s’agit de θ, alors que pour λ : 3, il s’agit de 1. Ainsi à chaque partage λ de 3,
nous pouvons associer un caractère irréductible de S3 et ceci nous donne une bijection entre les partages et
les caractères irréductibles.

Dans le cas de n = 4, nous ne donnerons pas la forme matricielle des représentations, mais seulement
les valeurs des caractères induits. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci. Nous avons ainsi la table
suivante:

1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 3 ≥ 1 4

[1↑S4
S(1≥1≥1≥1)] 24 0 0 0 0

[ε↑S4
S(4)] 1 -1 1 1 -1

[1↑S4
S(2≥1≥1)] 12 2 0 0 0

[ε↑S4
S(3≥1)] 4 -2 0 1 0

[1↑S4
S(2≥2)] 6 2 2 0 0

[ε↑S4
S(2≥2)] 6 -2 2 0 0

[1↑S4
S(3≥1)] 4 2 0 1 0

[ε↑S4
S(2≥1≥1)] 12 -2 0 0 0

[1↑S4
S(4)] 1 1 1 1 1

[ε↑S4
S(1≥1≥1≥1)] 24 0 0 0 0

Nous pouvons décomposer ces représentations en combinaison linéaire d’irréductibles et nous obtenons
avec les notations de 4.11:

[1↑S4
S(1≥1≥1≥1)] = 1 + ε+ 3θ + 3θε+ 2χ, [ε↑S4

S(4)] = ε

[1↑S4
S(2≥1≥1)] = 1 + 2θ + θε+ χ, [ε↑S4

S(3≥1)] = θε

[1↑S4
S(2≥2)] = 1 + θ + χ, [ε↑S4

S(2≥2)] = θε+ χ

[1↑S4
S(3≥1)] = 1 + θ, [ε↑S4

S(2≥1≥1)] = ε+ θ + 2θε+ χ

[1↑S4
S(4)] = 1, [ε↑S4

S(1≥1≥1≥1)] = 1 + ε+ 3θ + 3θε+ 2χ
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Nous pouvons noter que dans chaque cas, il existe un et un seul caractère irréductible qui apparait
simultanément dans la décomposition en irréductibles de [1 ↑S4

S(λ)] et [ε ↑S4
S(λ′)]. En effet, pour λ : 1 ≥ 1 ≥

1 ≥ 1, il s’agit de ε; pour λ : 2 ≥ 1 ≥ 1, il s’agit de θε; pour λ : 2 ≥ 2, il s’agit de χ; pour λ : 3 ≥ 1, il s’agit
de θ; alors que pour λ : 4, il s’agit de 1. Ainsi à chaque partage λ de 4, nous pouvons associer un caractère
irréductible de S4 et ceci nous donne une bijection entre les partages et les caractères irréductibles.

Nous verrons plus tard que nous pouvons ainsi indexer de façon naturelle les caractères irréductibles
de Sn par les partages de n, i.e. le même ensemble qui paramétrise les classes de conjugaison. Ceci ne se
produit pas généralement pour un groupe. Ls deux ensembles, celui des caractères irréductibles et celui des
classes de conjugaison, ont même cardinalité, mais pas nécessairement même ensemble indexant.

Pour clore ce chapitre, nous allons maintenant définir plus abstraitement la représentation induite.

Définition 5.13 Étant donné une représentation R : H → GL(U) du sous-groupe H de G. Considérons
l’espace vectoriel V = {f : G → U | f(gh) = R(h)−1f(g) pour tout h ∈ H}. Noter que V est un espace
vectoriel avec la somme de fonctions et la multiplication d’une fonction par un scalaire induite de celle de
U . La dimension de V est dim(U) |G|/|H|. En effet, il s’agit de connâıtre les valeurs de la fonction f sur
un ensemble X de représentants des classes à gauche de H dans G pour la connâıtre pour tout G et nous
pouvons obtenir une base de V en prenant une base B de U et toutes ces possibilités de fonctions de X vers
B. Plus précisément, pour x ∈ X et b ∈ B, notons par fx,b : G→ U : la fonction de G vers U définie par

fx,b(g) =
{
R(πH(g))−1b, si πX(g) = x;
0, sinon.

Alors {fx,b | x ∈ X, b ∈ B} est une base de V .
V est l’espace de la représentation induite [IndGH(R)]. Celle-ci est définie par

[IndGH(R)](g) : f 7→ f̃ où f̃(x) = f(g−1x) pour tout x ∈ G

pour tout g ∈ G.
Il n’est pas difficile de vérifier que ceci nous donne bien une représentation et que son caractère est celui

de la représentation induite.
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CHAPITRE 6

PROPRIÉTÉS DE LA REPRÉSENTATION INDUITE

Nous avons défini au cinquième chapitre la notion de représentation induite. Nous allons maintenant
présenter quelques-unes de ses propriétés: additivité, transitivité, relation avec la représentation contragré -
diente et restriction à un sous-groupe. Nous allons aussi énoncer et démontrer le théorème de réciprocité
de Frobenius, ainsi que le critère de Mackey pour qu’une représentation induite soit irréductible. Nous
terminerons ce chapitre en calculant la table de caractères de S5.

Remarque 6.1 Dans ce chapitre, nous allons utiliser la description donnée en 5.13 de la représentation
induite pour ne pas trop alourdir notre présentation. Cependant il n’est pas difficile de tout traduire en
terme de la construction 5.1. Nous laissons au lecteur le soin de faire ce travail. Pour ce qui est du caractère
de la représentation induite, nous utiliserons la proposition 5.4.

Lemme 6.2 (Additivité) Soient deux représentations R1 : H → GL(V1) et R2 : H → GL(V2) du sous-
groupe H de G dont les caractères sont χ1 : H → C et χ2 : H → C respectivement. Alors la représentation
induite IndGH(R1⊕R2) est équivalente à la somme directe IndGH(R1)⊕IndGH(R2) des représentations induites
IndGH(R1) et IndGH(R2). De plus le caractère [(χ1 + χ2)↑GH ] de IndGH(R1 ⊕R2) est égal à [χ1 ↑GH ] + [χ2 ↑GH ].

Preuve: À cause du théorème 2.12, il suffit de comparer les caractères de IndGH(R1⊕R2) et de IndGH(R1)⊕
IndGH(R2). Par la proposition 5.4, nous avons que le caractère de IndGH(R1 ⊕R2) est

[(χ1 + χ2)↑GH ](g) =
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

(χ1 + χ2)(y−1gy) =
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

χ1(y−1gy) +
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

χ2(y−1gy)

= [χ1 ↑GH ](g) + [χ2 ↑GH ](g),

i.e. la somme des caractères de IndGH(R1) et IndGH(R2)

Remarque 6.3 Dans le lemme précédent, il n’est pas difficile de déterminer l’isomorphisme T établissant
l’équivalence entre les représentations. En effet, l’espace de la représentation induite IndGH(R1 ⊕R2) est

I = {f : G→ V1 ⊕ V2 | f(gh) =
(
(R1 ⊕R2)(h)−1

)
f(g) pour tout h ∈ H et tout g ∈ G},

ceux des représentations induites IndGH(R1) et IndGH(R2) sont

I1 = {f1 : G→ V1 | f1(gh) = R1(h)−1f1(g) pour tout h ∈ H et tout g ∈ G} et

I2 = {f2 : G→ V2 | f2(gh) = R2(h)−1f2(g) pour tout h ∈ H et tout g ∈ G}.

Si f : G → V1 ⊕ V2 est un élément de I, alors il existe des fonctions f ′ : G → V1 et f ′′ : G → V2

telles que f(g) = (f ′(g), f ′′(g)) pour tout g ∈ G. Il est clair que f ′ ∈ I1 et f ′′ ∈ I2. Si nous définissons
T : I → I1 ⊕ I2 par f 7→ (f ′, f ′′) (avec les notations comme ci-dessus), alors il est facile de vérifier que T
établit l’équivalence entre IndGH(R1 ⊕R2) et IndGH(R1)⊕ IndGH(R2).

Lemme 6.4 (Transitivité) Soient deux sous-groupes H et K de G tels que K ⊆ H ⊆ G et une
représentation R : K → GL(V ) de K dont le caractère est χ : K → C. Alors la représentation induite
IndGH(IndHK(R)) est équivalente à la représentation induite IndGK(R). De plus le caractère [[χ ↑HK ] ↑GH ] de
IndGH(IndHK(R)) est le caractère [χ↑GK ] de IndGK(R).

Preuve: Comme pour la preuve du lemme 6.2, il suffit de comparer les caractères de [[χ↑HK ]↑GH ] et [χ↑GK ]
de IndGK(R). Le caractère de [[χ↑HK ]↑GH ] est

[[χ↑HK ]↑GH ](g) =
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

[χ↑HK ](y−1gy) =
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

1
|K|

∑
z∈H

z−1y−1gyz∈K

χ(z−1y−1gyz).
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Si (y, z) ∈ G ×H est tel que y−1gy ∈ H et z−1y−1gyz ∈ K, alors, en posant w = yz, nous avons que
(w, z) ∈ G×H est tel que w−1gw ∈ K et zw−1gwz−1 ∈ H. Réciproquement si (w, z) ∈ G×H est tel que
w−1gw ∈ K et zw−1gwz−1 ∈ H, alors , en posant y = wz−1, nous avons que (y, z) ∈ G × H est tel que
y−1gy ∈ H et z−1y−1gyz ∈ K. Conséquemment

[[χ↑HK ]↑GH ](g) =
1

|H||K|
∑
w∈G

w−1gw∈K

∑
z∈H

zw−1gwz−1∈H

χ(w−1gw).

Mais si w ∈ G est tel que w−1gw ∈ K et z ∈ H, alors zw−1gwz−1 ∈ H, car K ⊆ H. De tout ceci, nous
obtenons que

[[χ↑HK ]↑GH ](g) =
1

|H||K|
∑
w∈G

w−1gw∈K

|H| χ(w−1gw) =
1
|K|

∑
w∈G

w−1gw∈K

χ(w−1gw) = [χ↑GK ](g).

Comme les caractères sont égaux, les représentations IndGH(IndHK(R)) et IndGK(R) sont équivalentes.

Remarque 6.5 Dans le lemme précédent, il n’est pas difficile de déterminer l’isomorphisme T établissant
l’équivalence entre les représentations. En effet, l’espace de la représentation induite IndGK(R) est

I = {f : G→ V | f(gk) = R(k)−1f(g) pour tout k ∈ K et g ∈ G};

alors que celui de IndGH(IndHK(R)) est

I ′ = {F : G→W | Fgh = (IndHK(R)(h)−1)Fg : H → V pour tout h ∈ H et g ∈ G}

où W = {f ′ : H → V | f ′(hk) = R(k)−1f ′(h) pour tout k ∈ K et h ∈ H} est l’espace de la représentation
IndHK(R) et nous notons la fonction F (g) : H → V de W par Fg.

Si F : G → W ∈ I ′, alors nous pouvons lui associer la fonction f : G → V définie par f(g) = Fg(e)
pour tout g ∈ G. Ici Fg : H → V est un élément de W . Nous pouvons vérifier que la fonction f ainsi définie
est un élément de I. En effet,

f(gk) = Fgk(e) = (IndHK(R)(k)−1)Fg(e) = Fg((k−1)−1e) = R(k)−1Fg(e) = R(k)−1f(g)

car Fg ∈ W . Ainsi la fonction F 7→ T (F ) = f avec F et f comme ci-dessus est bien définie. Il n’est pas
difficile de vérifier que T est linéaire.

Si F ∈ ker(T ) est un élément du noyau de T , alors T (F ) = f = 0 signifie que Fg(e) = 0 pour tout g ∈ G
et conséquemment Fg(h) = (IndHK(R)(h)−1)Fg(e) = Fgh(e) = 0 parce que F ∈ I ′. Nous avons ainsi montré
que si F ∈ ker(T ), alors F = 0 ∈ I ′. Donc T est un monomorphisme. De plus comme les deux espaces
vectoriels ont même dimension, nous obtenons ainsi que T est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Il suffit maintenant de vérifier en utilisant les définitions des représentations induites que

T ◦ IndGHIndHK(R)(g) = IndGK(R)(g) ◦ T pour tout g ∈ G.

Lemme 6.6 Soit une représentation R : H → GL(V ) du sous-groupe H de G dont le caractère est
χ : H → C. Alors la représentation IndGH(R∗) de G induite de la représentation contragrédiente R∗ associée
à R est équivalente à la représentation contragrédiente (IndGH(R))∗ associée à la représentation induite
IndGH(R). De plus le caractère de IndGH(R∗) est obtenue en conjuguant celui de IndGH(R), i.e.

[χ↑GH ] = [χ↑GH ].
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Preuve: Comme pour les preuves des lemmes 6.2 et 6.4, il nous suffit de comparer les caractères de
IndGH(R∗) et de (IndGH(R))∗. Le caractère de IndGH(R∗) est

[χ↑GH ](g) =
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

χ(y−1gy) =
1
|H|

∑
y∈G

y−1gy∈H

χ(y−1gy) = [χ↑GH (g)],

i.e. le caractère de (IndGH(R))∗, à cause des propositions 2.5 et 2.8.

Définition 6.7 Étant donné deux sous-groupes H et K de G, alors nous noterons l’ensemble {HgK |
g ∈ G} par H\G/K. Nous dirons que le sous-ensemble HgK de G est la classe double de G suivant
(H,K) et contenant g. Un ensemble D de représentants de ces classes doubles est un ensemble d’éléments de
G tel que si HdK = Hd′K, alors d = d′ et de plus pour tout g ∈ G, il existe un d ∈ D tel que HgK = HdK.

Lemme 6.8 Soient une représentation R : H → GL(V ) du sous-groupe H de G et x ∈ G. Notons par
xH: le sous-groupe {xhx−1 | h ∈ H} de G et par xR : xH → GL(V ) la fonction définie par xR(xhx−1) = R(h)
pour tout h ∈ H. Alors xR : xH → GL(V ) est une représentation de xH dont le caractère xχ : xH → C est
défini par xχ(xhx−1) = χ(h).

Preuve: Ce résultat est évident.

Définition 6.9 Soient une représentation R : G → GL(V ) du groupe G dont le caractère est χ : G →
C et un sous-groupe H de G, alors nous pouvons restreindre R au sous-groupe H et obtenir ainsi une
représentation ResGH(R) de H: la restriction de R au sous-groupe H. Nous noterons son caractère par
[χ↓GH ]. Il est clair que [χ↓GH ](h) = χ(h) pour tout h ∈ H.

Proposition 6.10 Soient deux sous-groupes H et K de G, une représentation R : K → GL(V ) de K
dont le caractère est χ : K → C et un ensemble D de représentants des classes doubles de G suivant (H,K).
Alors la représentation ResGHInd

G
K(R) de H est la somme directe

⊕d∈DIndH(dK∩H)

(
Res

dK
(dK∩H)(

dR)
)
.

Conséquemment le caractère [[χ↑GK ]↓GH ] est égal à la somme∑
d∈D

[[dχ↓
dK
(dK∩H)]↑

H
(dK∩H)].

Preuve: Il nous faut comparer les caractères des deux représentations. À cause de la proposition 5.4,

[χ↑GK ](g) =
∑
x∈X

x−1gx∈K

χ(x−1gx)

où X est un ensemble de représentants des classes à gauche de G suivant K. Nous allons maintenant choisir
un tel ensemble X en tenant compte de notre choix de D. Pour chaque d ∈ D, fixons un ensemble Y (d) de
représentants des classes à gauche de H suivant (dK∩H). Alors montrons que {yd ∈ G | d ∈ D et y ∈ Y (d)}
est un ensemble de représentants des classes à gauche de K dans G. En effet, si gK ∈ G/K, alors il nous faut
montrer qu’il existe un élement de la forme yd comme ci-dessus tel que gK = ydK. Premièrement comme
HgK = HdK pour un certain d ∈ D, nous avons qu’il existe d ∈ D, h ∈ H et k ∈ K tel que g = hdk.
Comme h ∈ H, alors il existe des éléments y ∈ Y (d) et h′ ∈ (dK ∩H) tels que h = yh′. De tout ceci, parce
que h′ ∈ (dK ∩H), nous obtenons que

g = hdk = yh′dk = ydd−1h′dk avec d−1h′d ∈ K et gK = ydK.

Il nous faut aussi vérifier que si ydK = y′d′K avec d, d′ ∈ D, y ∈ Y (d) et y′ ∈ Y (d′), alors d = d′ et
y = y′. Comme ydK = y′d′K, nous avons HdK = HydK = Hy′d′K = Hd′K et conséquemment d = d′.
Nous avons aussi que y′d′ = y′d = ydk où k ∈ K. Mais alors y′ = ydkd−1. Comme y′ et y sont des
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éléments de H, nous avons que dkd−1 ∈ (dK ∩ H). Mais de ceci nous obtenons que y′ = y, parce que
y′(dK ∩ H) = y(dK ∩ H) et y′, y ∈ Y (d). Ce qui précède montre que nous pouvons choisir l’ensemble X
comme étant {yd ∈ G | d ∈ D et y ∈ Y (d)}.

Donc
[χ↑GK ](g) =

∑
d∈D,y∈Y (d)

d−1y−1gyd∈K

χ(d−1y−1gyd) pour tout g ∈ G.

Maintenant si g ∈ H, alors, dans la somme ci-dessus, nous avons y−1gy ∈ dK ∩H lorsque y ∈ Y (d). Nous
obtenons ainsi

[χ↑GK ](g) =
∑
d∈D

∑
y∈Y (d)

y−1gy∈(dK∩H)

dχ(y−1gy) =
∑
d∈D

[[dχ ↓
dK
(dK∩H)] ↑

H
(dK∩H)](g) pour tout g ∈ H.

La proposition est ainsi démontrée.

Nous allons maintenant énoncer et démontrer le théorème de réciprocité de Frobenius. Ce résultat relie
le produit hermitien sur G du caractère [χ↑GH ] induit du caractère χ : H → C du sous-groupe H de G avec
le caractère χ′ : G→ C au produit hermitien sur H du caractère χ avec la restriction [χ′ ↓GH ] de χ′ à H.

Théorème 6.11 (Réciprocité de Frobenius) Soient une représentation R : G → GL(U) de G et
une représentation R′ : H → GL(V ) du sous-groupe H de G. Notons l’espace de la représentation induite
IndGH(R′) par W , i.e. W = {f : G → V | f(gh) = R′(h)−1f(g) pour tout g ∈ G et h ∈ H}. Notons aussi
que U est l’espace de la restriction ResGH(R). Alors les espaces vectoriels HomH(U, V ) et HomG(U,W ) sont
isomorphes.

Preuve: Soit un élément T : U → V de HomH(U, V ). Pour tout u ∈ U , considérons la fonction
fT,u : G→ V définie par fT,u(g) = T (R(g−1)u) pour tout g ∈ G.

Montrons maintenant que fT,u ∈W pour tout u ∈ U . En effet,

fT,u(gh) = T (R((gh)−1)u) = T (R(h−1)R(g−1)u) = R′(h−1)T (R(g−1)u) = R′(h)−1fT,u(g)

pour tout g ∈ G et tout h ∈ H.
Nous allons maintenant construire l’isomorphisme Ψ : HomH(U, V ) → HomG(U,W ). Si T : U → V

est un élément de HomH(U, V ), définissons Ψ(T ) : U → W par Ψ(T )(u) = fT,u : G → V comme ci-dessus.
Nous avons vu que fT,u ∈ W . Montrons premièrement que Ψ(T ) ∈ HomG(U,W ). Ψ(T ) est un élément de
Hom(U,W ), car

Ψ(T )(a u+ a′ u′) = fT,(a u+a′ u′) = a fT,u + a′ fT,u′ = aΨ(T )(u) + a′Ψ(T )(u′).

En effet,

fT,(a u+a′ u′)(g) = T (R(g−1)(a u+ a′ u′)) = a T (R(g−1)u) + a′ T (R(g−1)u′) = a fT,u(g) + a′ fT,u′(g)

pour tout g ∈ G. Vérifions maintenant que Ψ(T ) est un élément de HomG(U,W ), i.e.

Ψ(T )(R(g)(u)) = IndGH(R′)(g)(ψ(T )(u)) pour tout u ∈ U et g ∈ G.

Mais Ψ(T )(R(g)(u)) = fT,R(g)u est la fonction sur G définie par

x 7→ fT,R(g)u(x) = T (R(x−1)R(g)u) = T (R(x−1g)u) = T (R((g−1x)−1)u) = fT,u(g−1x);

alors que IndGH(R)(g)(Ψ(T )(u)) = IndGH(R)(g)(fT,u) est la fonction sur G définie par x 7→ fT,u(g−1x) par
définition de la représentation induite. Nous avons ainsi montré que Ψ(T ) ∈ HomG(U,W ).

Il est facile de vérifier que Ψ est une transformation linéaire d’espaces vectoriels. Il nous faut maintenant
montrer que Ψ est injective et surjective.
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Si T ∈ ker(Ψ), alors fT,u = 0, i.e. fT,u(g) = T (R(g−1)u) = 0 pour tout g ∈ G et tout u ∈ U . En
particulier, si g = e, alors fT,u(e) = T (u) = 0 pour tout u ∈ U et conséquemment T = 0. Ceci montre que
le noyau ker(T ) est nul et que Ψ est injectif.

Si S : U → W est un élément de HomG(U,W ), alors nous voulons déterminer un élément T ∈
HomH(U, V ) tel que Ψ(T ) = S. Si u ∈ U , alors S(u) ∈ W , i.e. S(u) est une fonction de G vers V
avec la propriété que S(u)(gh) = R′(h)−1(S(u)(g)) pour tout g ∈ G et h ∈ H. Posons T (u) = S(u)(e).
Montrons premièrement que T ∈ HomH(U, V ). Il est clair que T (au + a′u′) = aT (u) + a′T (u′) pour tout
u, u′ ∈ U et a, a′ ∈ C, car S est une transformation linéaire. Il reste à montrer que TR(h) = R′(h)T pour
tout h ∈ H. Par la définition de la représentation induite et parce que S ∈ HomG(U,W ), nous avons

TR(h)(u) = S(R(h)(u))(e) = (IndGH(R)(h)S(u))(e) = S(u)(h−1e) = R′(((h)−1)−1)S(u)(e) = R′(h)T (u)

pour tout u ∈ U . Pour terminer la preuve de la surjectivité, montrons que Ψ(T ) = S. En effet, Ψ(T )(u) =
fT,u est la fonction définie par g 7→ T (R(g−1)u) = S(R(g−1)u)(e) = (IndGH(R)(g))S(u)(e) = S(u)(g), i.e.
Ψ(T )(u) = S(u) pour tout u ∈ U . Donc Ψ est surjective. La proposition est démontrée.

Corollaire 6.12 Soient le caractère χ : G→ C de la représentation R : G→ GL(U) de G et χ′ : H → C
celui de la représentation R′ : H → GL(V ) du sous-groupe H de G. Alors(

[χ↓GH ], χ′
)
H

=
(
χ, [χ′ ↑GH ]

)
G
.

Preuve: Nous obtenons facilement ce corollaire du théorème précédent et du théorème 2.11.

Remarque 6.13 Avec les mêmes notations qu’au corollaire 6.12, nous avons aussi(
[χ′ ↑GH ], χ

)
G

=
(
χ′, [χ↓GH ]

)
H
,

Nous obtenons ceci parce que ( , )G et ( , )H sont des formes hermitiennes et que ces formes prennent des
valeurs entières sur les caractères.

Corollaire 6.14 Soient deux sous-groupes H et K de G, des caractères χ : K → C et χ′ : H → C de
K et H respectivement et un ensemble D de représentants des classes doubles de G suivant (H,K). Alors(

[χ↑GK ], [χ′ ↑GH ]
)
G

=
∑
d∈D

(
[dχ↓

dK
(dK∩H)], [χ′ ↓H(dK∩H)]

)
(dK∩H)

.

Preuve: Nous avons à cause du corollaire précédent,(
[χ↑GK ], [χ′ ↑GH ]

)
G

=
(
[[χ↑GK ]↓GH ], χ′

)
H
.

Mais nous avons aussi vu à la proposition 6.11 que

[[χ↑GK ]↓GH ] =
∑
d∈D

[[dχ↓
dK
(dK∩H)]↑

H
(dK∩H)].

En substituant cette expression dans l’équation précédente et en utilisant la remarque 6.13, nous obtenons(
[χ↑GK ], [χ′ ↑GH ]

)
G

=
∑
d∈D

(
[[dχ↓

dK
(dK∩H)]↑

H
(dK∩H)], χ

′)H =
∑
d∈D

(
[dχ↓

dK
(dK∩H)], [χ′ ↓H(dK∩H)])(dK∩H).

Exemple 6.15 Nous allons illustrer l’utilisation du corollaire précédent en redémontrant que χ2,m est
irréductible si m = 1, 2, . . . , (k − 1) pour le groupe diédral Dn avec n = 2k et que χ2,m est irréductible si
m = 1, 2, . . . , k pour le groupe diédral Dn avec n = 2k + 1. Nous gardons les mêmes notations qu’en 5.6 et
5.7.
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Posons H = K = 〈R〉, le sous-groupe des rotations de Dn. Alors χ2,m = [ψm ↑Dn

〈R〉]. Aussi un ensemble
D de représentants des classes doubles de G suivant (H,K) est {I, S}. Comme SRS−1 = R−1, alors
SH ∩K = 〈R〉 et Sψm = ψ−m.

En utilisant le corollaire 6.14, nous obtenons(
χ2,m, χ2,m

)
Dn

=
(
ψm, ψm

)
〈R〉 +

(
Sψm, ψm

)
〈R〉 =

(
ψm, ψm

)
〈R〉 +

(
ψ−m, ψm

)
〈R〉.

Maintenant si m = 1, 2, . . . , (k− 1) pour Dn avec n = 2k ou si m = 1, 2, . . . , k pour Dn avec n = 2k+ 1,
alors (

ψm, ψm
)
〈R〉 = 1 et

(
ψ−m, ψm

)
〈R〉 = 0.

De ceci, nous obtenons l’irréducibilité de χ2,m si m = 1, 2, . . . , (k − 1) pour Dn avec n = 2k ou si m =
1, 2, . . . , k pour Dn avec n = 2k + 1.

Proposition 6.16 (Critère de Mackey) Soient un caractère χ : H → C de H et un ensemble D de
représentants des classes doubles de G suivant (H,H). Alors le caractère induit [χ↑GH ] est irréductible si et
seulement si χ est irréductible et

(
[dχ↓dH

(dH∩H)], [χ↓H(dH∩H)]
)
(dH∩H)

= 0 pour tout d ∈ D \H.

Preuve: Si [χ↑GH ] est irréductible, alors χ est irréductible. Sinon χ = χ1+χ2 et [χ↑GH ] = [χ1 ↑GH ]+[χ2 ↑GH ]
par l’additivité contredisant l’irréducibilité de [χ↑GH ]. Parmi les éléments de D, il y a un seul qui appartient
à H. Nous le noterons d′. Dans ce cas,(

[χ↑GH ], [χ↑GH ]
)
G

=
(
[d
′
χ↓

d′H
(d′H∩H)

], [χ↓H
(d′H∩H)

]
)
(d′H∩H)

+
∑
d∈D
d6=d′

(
[dχ↓

dH
(dH∩H)], [χ↓H(dH∩H)]

)
(dH∩H)

.

Mais d′H = H et d′H ∩ H = H et [d
′
χ ↓d′H

(d′H∩H)
] = χ parce que d′ ∈ H. Par l’irréducibilité des caractères,

nous obtenons(
[χ↑GH ], [χ↑GH ]

)
G

= 1 et
(
[d
′
χ↓

d′H
(d′H∩H)

], [χ↓H
(d′H∩H)

]
)
(d′H∩H)

=
(
χ, χ

)
H

= 1.

De ceci, nous obtenons que ∑
d∈D
d 6=d′

(
[dχ↓

dH
(dH∩H)], [χ↓H(dH∩H)]

)
(dH∩H)

= 0

et comme tous ces nombres sont des entiers ≥ 0. Donc(
[dχ↓

dH
(dH∩H)], [χ↓H(dH∩H)]

)
(dH∩H)

= 0

pour tout d ∈ D \H.
La réciproque est facilement démontrée.

6.17 Table de caractère de S5 Nous savons que S5 a 120 éléments distribués dans sept classes de
conjugaison. Nous pouvons facilement énumérer celles-ci en utilisant les partages de 5 comme nous l’avons
indiqué en 4.7. Nous avons le tableau suivant

λ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1

w(λ)
[

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

] [
1 2 3 4 5
2 1 3 4 5

] [
1 2 3 4 5
2 1 4 3 5

] [
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

]
|cl(λ)| 1 10 15 20

λ 3 ≥ 2 4 ≥ 1 5

w(λ)
[

1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

] [
1 2 3 4 5
2 3 4 1 5

] [
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

]
|cl(λ)| 20 30 24
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où λ désigne un partage de 5, w(λ) est une permutation dans la classe de conjugaison correspondant au
partage λ et |cl(λ)| est la cardinalité de la classe de conjugaison.

Nous allons utiliser les notations du chapitre 5 relativement à S5 et celles du chapitre 4 relativement
aux représentations de S2, S3 et S4. Calculons les deux caractères induits suivants suivantes:

ψ1 = [1↑S5
S(3≥2)] et ψ2 = [θ↑S5

S(4≥1)]

où 1 est le caractère trivial et θ est le caractère irréductible de S4
∼= S(4 ≥ 1) de 4.11. Nous obtenons

1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1 3 ≥ 2 4 ≥ 1 5

ψ1 10 4 2 1 1 0 0

ψ2 15 -3 -1 0 0 1 0

Nous allons décomposer ces caractères. Premièrement notons que nous connaissons des caractères
irréductibles. Le caractère trivial χ1,1 = 1S5 et le caractère signe χ1,2 = ε sont deux caractères de degré 1
de S5. Nous avons aussi que S5 agit sur C5 , où, à chaque élément w ∈ S5, nous associons une matrice de
permutation d’ordre 5×5. Cette représentation n’est pas irréductible; son caractère est la somme χ1,1 +χ4,1

de deux caractères irréductibles: le caractère trivial 1S5 = χ1,1 et un second χ4,1 de degré 4. Si nous
considérons χ4,2 = χ4,1ε, nous obtenons un quatrième caractère irréductible.

Nous avons que

(ψ1, χ1,1)S5 = 1, (ψ1, χ1,2)S5 = 0, (ψ1, χ4,1)S5 = 1 et (ψ1, χ4,2)S5 = 0.

De ceci, nous obtenons que (ψ1 − χ1,1 − χ4,1) est un caractère. Il est facile de vérifier qu’il est irréductible
et de degré 5. Nous le noterons par χ5,1.

Le caractère χ5,2 = χ5,1ε est irréductible et distinct de χ5,1.
Nous avons que

(ψ2, χ1,1)S5 = 0, (ψ2, χ1,2)S5 = 0, (ψ2, χ4,1)S5 = 0, (ψ2, χ4,2)S5 = 1,

(ψ2, χ5,1)S5 = 0 et (ψ2, χ5,2)S5 = 1

De ceci, nous obtenons que (ψ2 − χ4,2 − χ5,2) est un caractère. Il est facile de vérifier qu’il est irréductible
et de degré 6. Nous le noterons par χ6,1. Nous avons ainsi obtenu 7 caractères irréductibles. La table des
caractères de S5 est

S5 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1 3 ≥ 2 4 ≥ 1 5

χ1,1 1 1 1 1 1 1 1

χ1,2 1 -1 1 1 -1 -1 1

χ4,1 4 2 0 1 -1 0 -1

χ4,2 4 -2 0 1 1 0 -1

χ5,1 5 1 1 -1 1 -1 0

χ5,2 5 -1 1 -1 -1 1 0

χ6,1 6 0 -2 0 0 0 1

Calculons les valeurs des caractères induits suivants sur chaque classe de conjugaison

θ1 = [1↑S5
S(1≥1≥1≥1≥1)], θ2 = [1↑S5

S(2≥1≥1≥1)], θ3 = [1↑S5
S(2≥2≥1)], θ4 = [1↑S5

S(3≥1≥1)], θ5 = [1↑S5
S(3≥2)],

θ6 = [1↑S5
S(4≥1)], θ7 = [1↑S5

S(5)],

θ′1 = [ε↑S5
S(5)], θ′2 = [ε↑S5

S(4≥1)], θ′3 = [ε↑S5
S(3≥2)], θ′4 = [ε↑S5

S(3≥1≥1)], θ′5 = [ε↑S5
S(2≥2≥1)],

θ′6 = [ε↑S5
S(2≥1≥1≥1)], θ′7 = [ε↑S5

S(1≥1≥1≥1≥1)],
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Nous avons le tableau suivant

1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1 3 ≥ 2 4 ≥ 1 5

θ1 120 0 0 0 0 0 0

θ′1 1 -1 1 1 -1 -1 1

θ2 60 6 0 0 0 0 0

θ′2 5 -3 1 2 0 -1 0

θ3 30 6 2 0 0 0 0

θ′3 10 -4 2 1 -1 0 0

θ4 20 6 0 2 0 0 0

θ′4 20 -6 0 2 0 0 0

θ5 10 4 2 1 1 0 0

θ′5 30 -6 2 0 0 0 0

θ6 5 3 1 2 0 1 0

θ′6 60 -6 0 0 0 0 0

θ7 1 1 1 1 1 1 1

θ′7 120 0 0 0 0 0 0

Noter que nous avons indicé ces caractères de façon à ce que si θi = [1↑Sn

S(λ)], alors θ′i = [ε↑Sn

S(λ′)] où λ

est un partage de 5 et λ′ est son conjugué.

Nous pouvons décomposer ces caractères en irréductibles. Nous obtenons alors

θ1 = χ1,1 + χ1,2 + 4χ4,1 + 4χ4,2 + 5χ5,1 + 5χ5,2 + 6χ6,1, θ′1 = χ1,2

θ2 = χ1,1 + 3χ4,1 + χ4,2 + 3χ5,1 + 2χ5,2 + 3χ6,1, θ′2 = χ1,2 + χ4,2

θ3 = χ1,1 + 2χ4,1 + 2χ5,1 + χ5,2 + χ6,1, θ′3 = χ1,2 + χ4,2 + χ5,2

θ4 = χ1,1 + 2χ4,1 + χ5,1 + χ6,1, θ′4 = χ1,2 + 2χ4,2 + χ5,2 + χ6,1

θ5 = χ1,1 + χ4,1 + χ5,1, θ′5 = χ1,2 + 2χ4,2 + χ5,1 + 2χ5,2 + χ6,1

θ6 = χ1,1 + χ4,1, θ′6 = χ1,2 + χ4,1 + 3χ4,2 + 2χ5,1 + 3χ5,2 + 3χ6,1

θ7 = χ1,1, θ′7 = χ1,1 + χ1,2 + 4χ4,1 + 4χ4,2 + 5χ5,1 + 5χ5,2 + 6χ6,1

Nous pouvons observer comme pour les cas S2, S3 et S4 qu’ il y a un seul caractère irréductible commun
à [1↑Sn

S(λ)] et [ε↑Sn

S(λ′)] pour chaque partage λ. De cette façon, nous obtenons une bijection entre les caractères
irréductibles de S5 et les partages de 5. Cette bijection est donnée dans la tableau suivant:

λ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1 3 ≥ 2 4 ≥ 1 5

S∨5 χ1,2 χ4,2 χ5,2 χ6,1 χ5,1 χ4,1 χ1,1
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CHAPITRE 7

CARACTÈRES DU GROUPE SYMÉTRIQUE

Nous allons maintenant étudier les caractères du groupe symétrique Sn. Nous développerons la combi-
natoire nécessaire pour décrire les caractères irréductibles de Sn.

Définition 7.1 Étant donné un partage de n tel que λ : λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk > 0. Alors nous dirons que
n est le poids de λ, que nous noterons |λ| et que k est la longueur de λ, que nous noterons `(λ). Nous
noterons aussi le partage λ sous la forme 1c12c23c3 · · ·ncn où ci = |{1 ≤ j ≤ k | λj = i}|. Le contexte fera
en sorte qu’il n’y ait pas de confusion possible entre cette façon de noter les partages et les factorisations
d’entiers.

Exemple 7.2 Le partage λ : 6 ≥ 6 ≥ 3 ≥ 3 ≥ 3 ≥ 2 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 est de poids λ = 26 et de longueur
`(λ) = 9. Nous aurions aussi pu noter ce partage sous la forme: λ : 13213362.

Remarque 7.3 Pour le partage λ : 1c12c23c3 · · ·ncn , son poids est |λ| =
∑n
i=1 i ci et sa longueur est

`(λ) =
∑n
i=1 ci.

Nous avons rappelé en 4.7 que les classes de conjugaison de Sn sont en bijection avec les partages de
poids n. Ainsi à un élément w ∈ Sn, nous associons le partage λ(w) = 1c12c23c3 · · ·ncn de poids n, où ci
est le nombre de cycles de longueur i dans la forme cyclique de w et que deux permutations w et w′ sont
conjuguées si et seulement si λ(w) = λ(w′).

Lemme 7.4 Soit w ∈ Sn dont le type cyclique est donné par le partage λ(w) : 1c12c23c3 · · ·ncn de poids
n. Alors la cardinalité de la classe de conjugaison cl(w) de w est

|cl(w)| = n!
1c1 (c1!) 2c2 (c2!) · · ·ncn (cn!)

.

Preuve: Sn agit par conjugaison sur cl(w) et cette action est transitive. Conséquemment |cl(w)| =
|Sn|/|Stab(w)| où Stab(w) = {u ∈ Sn | uwu−1 = w} est le stabilisateur de w dans Sn. Il faut maintenant
observer que si u ∈ Stab(w) et que l’entier a ∈ {1, 2, . . . , n} appartient à un cycle C de longueur i de w, alors
u(a) appartient aussi à un cycle C′ de longueur i. De plus, si b est aussi dans le même cycle C que a, alors
b = wk(a) pour un entier k, u(b) appartient au cycle C′ et u(b) = wk(u(a)). En d’autres mots, l’image du
cycle C par u est déterminée par l’image d’un seul de ses éléments et que son image doit être un cycle ayant
la même cardinalité que C. Réciproquement si un élément u de Sn est tel que, si a appartient à un cycle C
de longueur i de w, alors u(a) appartient à un cycle C′ de longueur i et de plus si b est aussi dans le même
cycle C et b = wk(a) pour un entier k, alors u(b) appartient au cycle C′ et u(b) = wk(u(a)), alors u est un
élément de Stab(w).

Notons par Ci,1, Ci,2, . . . , Ci,ci : l’ensemble des ci cycles de longueur i de w. Ainsi il y a ci choix pour
l’image de Ci,1 par u et i choix pour l’image d’un élément de Ci,1 par u. Il y a (ci − 1) choix pour l’image
de Ci,2 de u et i choix pour l’image d’un élément de Ci,2 de u. Il y a (ci − 2) choix pour l’image de Ci,3 de
u et i choix pour l’image d’un élément de Ci,3 de u et ainsi de suite. En procédant ainsi, nous parcourons
tous les éléments de {1, 2, . . . , n} et la cardinalité de Stab(w) = 1c1 (c1!) 2c2 (c2!) · · ·ncn (cn!). Le lemme est
démontré.

Lemme 7.5 Soient un caractère χ : Sn → C et w ∈ Sn. Alors χ(w) ∈ R.
Preuve: Parce que w et w−1 ont le même type cyclique, i.e. λ(w) = λ(w−1), alors cl(w) = cl(w−1).

Conséquemment
χ(w) = χ(w−1) = χ(w)

par la proposition 2.5 (b). Mais ceci signifie que χ(w) ∈ R.

Remarque 7.6 Nous verrons plus loin que tous les caractères de Sn prennent que des valeurs entières.

Notation 7.7 Dans ce chapitre, n désignera un entier positif > 1. Le cas S1 est trivial. Q[X], l’algèbre
des polynômes par rapport aux indéterminées: x1, x2, . . . , xn à coefficients rationnels. X désigne l’ensemble
des indéterminées.
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Si P ∈ Q[X] et w ∈ Sn, alors nous désignerons par w · P le polynôme de Q[X] défini par

(w · P )(x1, x2, . . . , xn) = P (xw−1(1), xw−1(2), . . . , xw−1(n)),

i.e. si
P =

∑
α

aα x
α1
1 xα2

2 · · ·xαnn ,

alors
(w · P ) =

∑
α

aα x
α1
w−1(1)x

α2
w−1(2) · · ·x

αn
w−1(n) =

∑
α

aα x
αw(1)
1 x

αw(2)
2 · · ·xαw(n)

n

où, dans toutes ces sommes, α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn et de plus l’ensemble des α tels que aα 6= 0 est fini.
Il est bien connu que nous obtenons ainsi une action linéaire de Sn sur Q[X], i.e. si w,w′ ∈ Sn,

P, P ′ ∈ Q[X] et c ∈ Q, alors

w · (P + P ′) = w · P + w · P ′, w · (cP ) = c(w · P ), (ww′) · P = w · (w′ · P ).

Définition 7.8 Nous dirons qu’un polynôme P ∈ Q[X] est symétrique (resp. antisymétrique) si et
seulement si w · P = P (resp. w · P = ε(w)P ) pour tout w ∈ Sn. Rappelons que ε est le caractère signe de
Sn.

Notation 7.9 Nous noterons l’ensemble des partages λ : λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 de longueur `(λ) ≤ n
par P(n) et le sous-ensemble de P(n) des partages λ : λ1 > λ2 > . . . > λn ≥ 0 strictement décroissants par
P+(n). Aussi ρ désignera par le partage ρ : (n− 1) > (n− 2) > · · · > 2 > 1 > 0. Il est clair que ρ ∈ P+(n).

Pour un partage λ : λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0 appartenant à P(n), nous noterons par Vλ: le déterminant
suivant

det
(
xλij
)

1≤i,j≤n = det



xλ1
1 xλ1

2 xλ1
3 · · · xλ1

n

xλ2
1 xλ2

2 xλ2
3 · · · xλ2

n

xλ3
1 xλ3

2 xλ3
3 · · · xλ3

n

...
...

...
. . .

...

xλn1 xλn2 xλn3 · · · xλnn


Dans ce qui précède, si un partage λ : λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ . . . ≥ λk > 0 est de longueur `(λ) = k < n, alors nous
posons λk+1 = λk+2 = . . . = λn = 0 dans la définition de Vλ.

Vλ est une généralisation du déterminant de Vandermonde. En effet, Vρ est le déterminant de Vander-
monde.

Exemple 7.10 Si n = 2, alors

Vλ1≥λ2 = (xλ1
1 xλ2

2 − x
λ2
1 xλ1

2 ).

Si n = 3, alors

V4≥3≥1 = det


x4

1 x4
2 x4

3

x3
1 x3

2 x3
3

x1
1 x1

2 x1
3

 = x4
1x

3
2x

1
3 + x1

1x
4
2x

3
3 + x3

1x
1
2x

4
3 − x1

1x
3
2x

4
3 − x4

1x
1
2x

3
3 − x3

1x
4
2x

1
3

Théorème 7.11 (a) Si λ ∈ P(n), alors Vλ est un polynôme antisymétrique de Q[X], homogène de
degré |λ| et divisible par Vρ.
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(b) Si λ ∈ P(n) \ P+(n), alors Vλ = 0.

(c) Le sous-ensemble des polynômes antisymétriques de Q[X] est un sous-espace vectoriel de Q[X] pour
lequel {Vλ | λ ∈ P+(n)} est une base.

Preuve: (a) Comme Sn est engendré par l’ensemble des transpositions d’éléments consécutifs

sk =
[

1 2 · · · (k − 1) k (k + 1) (k + 2) · · · (n− 1) n
1 2 · · · (k − 1) (k + 1) k (k + 2) · · · (n− 1) n

]
, où 1 ≤ k ≤ (n− 1),

il suffit alors de montrer que sk · Vλ = −Vλ si 1 ≤ k ≤ (n− 1) pour vérifier que Vλ est antisymétrique.
sk · Vλ est égal à

det



xλ1
1 xλ1

2 · · · xλ1
k−1 xλ1

k+1 xλ1
k xλ1

k+2 · · · xλ1
n

xλ2
1 xλ2

2 · · · xλ2
k−1 xλ2

k+1 xλ2
k xλ2

k+2 · · · xλ2
n

xλ3
1 xλ3

2 · · · xλ3
k−1 xλ3

k+1 xλ3
k xλ3

k+2 · · · xλ3
n

...
...

...
...

...
...

...
. . .

...

xλn1 xλn2 · · · xλnk−1 xλnk+1 xλnk xλnk+2 · · · xλnn


= −Vλ

par les propriétés du déterminant.

Par la définition du déterminant, nous obtenons que

Vλ =
∑
w∈Sn

ε(w)xλ1
w(1)x

λ2
w(2) · · ·x

λn
w(n).

Chacun des termes de cette somme est un monôme de degré |λ| et conséquemment Vλ est un polynôme
homogène de degré |λ|.

Parce que Vρ est le déterminant de Vandermonde, alors

Vρ =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj).

Pour montrer que Vλ est divisible par Vρ, il suffit de vérifier que Vλ s’annule lorsque xi = xj (1 ≤ i 6= j ≤ n).
Mais si xi = xj dans la définition de Vλ, alors les colonnes i et j de la matrice définissant Vλ sont égales et
conséquemment Vλ = 0.

(b) Si λ ∈ P(n) \ P+(n), alors le partage λ : λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn a au moins deux parts égales, disons
λk = λk+1. Dans ce cas, les lignes k et (k+1) sont les mêmes dans la matrice (xλij )1≤i,j≤n et conséquemment
Vλ = 0.

(c) Il est facile de vérifier que l’ensemble des polynômes antisymétriques de Q[X] est un sous-espace
vectoriel. Il nous faut maintenant montrer que l’ensemble {Vλ | λ ∈ P+(n)} est une base du sous-espace des
polynônes antisymétriques.

Soit un polynôme antisymétrique P de Q[X], i.e.

P =
∑
α

aα x
α1
1 xα2

2 · · ·xαnn , alors (w · P ) =
∑
α

aα x
αw(1)
1 x

αw(2)
2 · · ·xαw(n)

n = ε(w)
∑
α

aα x
α1
1 xα2

2 · · ·xαnn .

où, dans toutes ces sommes, α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn et de plus l’ensemble des α tels que aα 6= 0 est fini.
Donc

a(α1,α2,...,αn) = ε(w) a(αw(1),αw(2),...,αw(n)).
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Si a(α1,α2,...,αn) 6= 0, alors αi 6= αj pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n. Sinon il existe une paire (i, j) telle que
1 ≤ i 6= j ≤ n et αi = αj . En prenant w comme étant la transposition de i et j, alors ε(w) = −1 et

a(α1,α2,...,αn) = ε(w) a(αw(1),αw(2),...,αw(n)) = −a(α1,α2,...,αn) ⇒ a(α1,α2,...,αn) = 0.

Conséquemment dans le cas où a(α1,α2,...,αn) 6= 0, alors il existe une et une seule permutation w ∈ Sn
telle que αw(1) > αw(2) > . . . > αw(n), i.e. est un partage λ ∈ P+(n). Nous avons donc a(αw(1),αw(2),...,αw(n)) =
aλ 6= 0. Nous pouvons alors écrire

P =
∑

λ:λ1>λ2>...>λn∈P+(n)

aλ
∑
w∈Sn

ε(w)xλw(1)
1 x

λw(2)
2 · · ·xλw(n)

n =
∑

λ∈P+(n)

aλ Vλ

où {λ ∈ P+(n) | aλ 6= 0} est un ensemble fini. Nous avons donc démontré que {Vλ | λ ∈ P+(n)} engendre le
sous-espace des polynômes antisymétriques de Q[X].

Il nous reste à montrer que les Vλ sont linéairement indépendants, i.e pour tout sous-ensemble fini E de
P+(n), si ∑

λ∈E

aλ Vλ = 0 alors aλ = 0 pour tout λ ∈ E

Il nous faut utiliser l’ordre lexicographique suivant sur Nn: (h1, h2, . . . , hn) < (k1, k2, . . . , kn) si et seulement
si le premier terme non-nul de la suite (k1 − h1), (k2 − h2), . . . , (kn − hn) est positif > 0. Noter que si
tous les termes sont nuls, alors (h1, h2, . . . , hn) = (k1, k2, . . . , kn). Ceci est une relation d’ordre total. Si
λ : λ1 > λ2 > . . . > λn ∈ P+(n) et w ∈ Sn avec w 6= e, alors il est facile de vérifier que (λ1, λ2, . . . , λn) >
(λw(1), λw(2), . . . , λw(n)). En effet, il suffit de considérer le premier entier k tel que w(k) 6= k et dans ce cas
w(k) > k, (λj − λw(j)) = 0 si 1 ≤ j < k et (λk − λw(k)) > 0.

Supposons que les Vλ ne sont pas linéairement indépendants. Alors il existe un sous-ensemble fini E de
P+(n) tels que

(∗)
∑
λ∈E

aλ Vλ = 0 avec aλ 6= 0 pour tout λ ∈ E .

Soit λmax : λ′1 > λ′2 > . . . > λ′n = max{λ ∈ E}, où le maximum est déterminé par rapport à <. Parce que

Vλ =
∑
w∈Sn

ε(w)xλw(1)
1 x

λw(2)
2 · · ·xλw(n)

n pour tout λ ∈ P+(n),

alors (∗) est égal à

aλmaxx
λ′1
1 x

λ′2
2 · · ·x

λ′n
n +

∑
(λ1,λ2,...,λn)∈Nn

λ<λmax

cλ x
λ1
1 xλ2

2 · · ·xλnn = 0 ⇒ aλmax = 0.

Mais ceci contredit notre choix de E . Nous avons ainsi montré que les Vλ sont linéairement indépendants.

Exemple 7.12 Revenons sur notre exemple 7.10. Si n = 2, alors

Vλ1≥λ2/V1≥0 =
λ1−1∑
a=λ2

xa1x
λ1+λ2−a−1
2 .

Si n = 3, alors
V4≥3≥1

/
V2≥1≥0 = x1x2x3(x1x2 + x1x3 + x2x3).

Notation 7.13 L’anneau des séries formelles de puissance par rapport aux indéterminées: x1, x2, . . . , xn,
y1, y2, . . . , yn à coefficients rationnels sera désigné par Q[[X,Y ]].
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Proposition 7.14 Dans Q[[X,Y ]], alors nous avons l’identité suivante:

det



1/(1− x1y1) 1/(1− x1y2) · · · 1/(1− x1yn)

1/(1− x2y1) 1/(1− x2y2) · · · 1/(1− x2yn)

...
...

. . .
...

1/(1− xny1) 1/(1− xny2) · · · 1/(1− xnyn)


= Vρ(X)Vρ(Y )

n∏
i,j=1

1
(1− xiyj)

Notons qu’ici Vρ(X) désigne le déterminant de Vandermonde dans les indéterminées x1, x2, . . . , xn et Vρ(Y ),
le déterminant de Vandermonde dans les indéterminées y1, y2, . . . , yn.

Preuve: Rappelons que
Vρ(X) =

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)

et que nous avons une expression similaire pour Vρ(Y ) avec yi au lieu de xi. Nous allons montrer la proposition
par induction sur n. Le résultat est évident pour n = 1. Supposons que le résultat est vérifié pour tous
les entiers positifs strictement inférieurs à n. En effectuant les opérations colonnes et lignes suivantes dans
l’ordre: Cj ← (1−xnyj)Cj , 1 ≤ j ≤ n et Li ← (1−xiyn)Li, 1 ≤ i ≤ (n−1) et Cj ← Cj−Cn, 1 ≤ j ≤ (n−1),
on obtient alors

det
(
1/(1− xiyj)

)
1≤i,j≤n =

 n∏
j=1

(1− xnyj)−1

[n−1∏
i=1

(1− xiyn)−1

]
det(aij)1≤i,j≤n

où

aij =



(xi − xn)(yj − yn)/(1− xiyj), si 1 ≤ i, j ≤ (n− 1);

(1− xnyn), si 1 ≤ i ≤ (n− 1), j = n;

0, si i = n, 1 ≤ j ≤ (n− 1);

1, si i = n, j = n.

Des propriétés du déterminant, nous obtenons que

det
(
1/(1− xiyj)

)
1≤i,j≤n =

 n∏
j=1

(1− xnyj)−1

[n−1∏
i=1

(1− xiyn)−1

][
n−1∏
i=1

(xi − xn)(yi − yn)

]
D

où
D = det

(
1/(1− xiyj)

)
1≤i,j≤(n−1)

.

Par induction, le résultat est vérifié en combinant les termes.

Corollaire 7.15 Dans l’anneau des séries formelles de puissance par rapport aux indéterminées: x1,
x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn et t à coefficients rationnels, alors le déterminant

det



1/(1− tx1y1) 1/(1− tx1y2) · · · 1/(1− tx1yn)

1/(1− tx2y1) 1/(1− tx2y2) · · · 1/(1− tx2yn)

...
...

. . .
...

1/(1− txny1) 1/(1− txny2) · · · 1/(1− txnyn)


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est égal à

tn(n−1)/2Vρ(X)Vρ(Y )

 n∏
i,j=1

1
(1− txiyj)

 =
∞∑
k=0

 ∑
λ∈P+(n)
|λ|=k

Vλ(X)Vλ(Y )

 tk.
Preuve: Pour démontrer la première égalité, il suffit de substituer xi par t1/2xi et yj par t1/2yj dans la

proposition 7.13. Il faut noter que

Vρ(t1/2x1, t
1/2x2, . . . , t

1/2xn) =
∏

1≤i<j≤n

(t1/2xi − t1/2xj) = tn(n−1)/4
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj) = tn(n−1)/4Vρ(X)

et de la même façon

Vρ(t1/2y1, t
1/2y2, . . . , t

1/2yn) = tn(n−1)/4
∏

1≤i<j≤n

(yi − yj) = tn(n−1)/4Vρ(Y ).

Pour la seconde égalité, nous avons que

det
(
1/(1− txiyj)

)
1≤i,j≤n =

∑
w∈Sn

ε(w)

[
n∏
i=1

(1− txiyw(i))−1

]
=
∑
w∈Sn

ε(w)
n∏
i=1

( ∞∑
m=0

tmxmi y
m
w(i)

)

=
∞∑
k=0

tk
∑

v,w∈Sn

∑
λ:λ1≥λ2≥...≥λn∈P(n)

|λ|=k

ε(w)
|Stab(λ)|

x
λv(1)
1 · · ·xλv(n)

n y
λv(1)
w(1) · · · y

λv(n)

w(n) .

où Stab(λ) = {v ∈ Sn | (λv(1), λv(2), . . . , λv(n)) = (λ1, λ2, . . . , λn)} pour λ : λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ∈ P(n).
Mais nous pouvons voir que

∑
v,w∈Sn

∑
λ:λ1≥λ2≥...≥λn∈P(n)

|λ|=k

ε(w)
|Stab(λ)|

x
λv(1)
1 x

λv(2)
2 · · ·xλv(n)

n y
λv(1)
w(1) y

λv(2)
w(2) · · · y

λv(n)

w(n)

=
∑

λ:λ1≥λ2≥...≥λn∈P(n)
|λ|=k

∑
u,v∈Sn

ε(u)ε(v)
|Stab(λ)|

x
λv(1)
1 x

λv(2)
2 · · ·xλv(n)

n y
λu(1)
1 y

λu(2)
2 · · · yλu(n)

n

=
∑

λ∈P(n)
|λ|=k

1
|Stab(λ)|

Vλ(X)Vλ(Y ) =
∑

λ∈P+(n)
|λ|=k

Vλ(X)Vλ(Y )

Noter que nous pouvons nous restreindre au cas où λ ∈ P+(n) par le théorème 7.11 (b). De plus dans ce
cas, Stab(λ) = {e}.

Pour compléter la preuve, il suffit de substituer dans l’expression obtenue pour la deuxième égalité.

Définition 7.16 Étant donné un partage α : 1α12α2 · · · kαk de poids |α| = k, alors nous définissons

Pα =
k∏
i=1

 n∑
j=1

xij

αi ∈ Q[X].

Il est très facile de vérifier que Pα est un polynôme symétrique homogène de degré |α|.
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Proposition 7.17 Dans l’anneau des séries formelles de puissance par rapport aux indéterminées: x1,
x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn et t à coefficients rationnels, alors

n∏
i,j=1

(1− txiyj)−1 =
∞∑
k=0

tk

 ∑
α:1α12α2 ···kαk

|α|=k

[
1

1α1(α1)! 2α2(α2)! · · · kαk(αk)!

]
Pα(X)Pα(Y )


et ∑

α:1α12α2 ···nαn
|α|=n

[
1

1α1(α1)! 2α2(α2)! · · ·nαn(αn)!

]
Pα(X)Vρ(X)Pα(Y )Vρ(Y ) =

∑
λ∈P+(n)
|λ|=N

Vλ(X)Vλ(Y )

où N = n(n + 1)/2. Notons qu’ici Pα(X), Vρ(X) et Vλ(X) sont les polynômes définis précédemment pour
les indéterminées x1, x2, . . . , xn et Pα(Y ), Vρ(Y ) et Vλ(Y ), ceux pour les indéterminées y1, y2, . . . , yn

Preuve: Nous avons

n∏
i,j=1

1
(1− t xi yj)

= exp

− n∑
i,j=1

ln(1− t xi yj)

 = exp

 ∞∑
m=1

tm

m

 n∑
i,j=1

xmi y
m
j


= exp

 ∞∑
m=1

tm

m

(
n∑
i=1

xmi

) n∑
j=1

ymj


=
∞∏
m=1

 ∞∑
αm=0

( n∑
i=1

xmi

)αm  n∑
j=1

ymj

αm

tmαm

mαm (αm)!


=
∞∑
k=0

tk

 ∑
α:1α12α2 ···kαk

|α|=k

[
1

1α1(α1)! 2α2(α2)! · · · kαk(αk)!

]
Pα(X)Pα(Y )

 .
Du corollaire 7.15, nous obtenons que la série formelle

tn(n−1)/2
∞∑
k=0

tk

 ∑
α:1α12α2 ···kαk

|α|=k

[
1

1α1(α1)! 2α2(α2)! · · · kαk(αk)!

]
Pα(X)Vρ(X)Pα(Y )Vρ(Y )


est égale à

∞∑
k=0

 ∑
λ∈P+(n)
|λ|=k

Vλ(X)Vλ(Y )

 tk.
En comparant le coefficient de tN dans cette dernière égalité, nous obtenons

∑
α:1α12α2 ···nαn

|α|=n

[
1

1α1(α1)! 2α2(α2)! · · ·nαn(αn)!

]
Pα(X)Vρ(X)Pα(Y )Vρ(Y ) =

∑
λ∈P+(n)
|λ|=N

Vλ(X)Vλ(Y ).

Définition 7.18 Une suite γ : γ1, γ2, . . . , γn de n entiers de N est dite être une composition de n si∑n
i=1 γi = n. Dans ce cas, nous disons que n est le poids de la composition et sera noté par |γ|. À toute

composition γ : γ1, γ2, . . . , γn de n, nous associons un sous-groupe S(γ) de Sn défini par

S(γ) = {w ∈ Sn | w({µi + 1, µi + 2, . . . , µi+1}) = {µi + 1, µi + 2, . . . , µi+1} pour tout i = 0, 1, 2, . . . , n− 1}
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où µ0 = 0, µi =
∑i
k=1 γk pour i = 1, 2, . . . , n. Il est facile de vérifier que S(γ) est isomorphe à Sγ1 × Sγ2 ×

· · · × Sγn et en particulier |S(γ)| = (γ1)! (γ2)! . . . , (γn)!.

Proposition 7.19 Pour toute composition γ de n, notons par φ(γ): le caractère de la représentation
induite IndSnS(γ)(1) de la représentation triviale du sous-groupe S(γ) et, pour le partage α : 1α12α2 · · ·nαn de

n, par φ(γ)
α : la valeur du caractère φ(γ) sur la classe de conjugaison de Sn correspondant au partage α. Alors

avec ces notations, nous obtenons
Pα =

∑
γ

|γ|=n

φ(γ)
α xγ11 x

γ2
2 · · ·xγnn

où, dans la somme, γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n.
Preuve: À cause de la proposition 5.4 et du fait que nous induisons de la représentation triviale, nous

obtenons que

φ(γ)(w) =
|{x ∈ Sn | x−1wx ∈ S(γ)}|

|S(γ)|
pour tout w ∈ Sn.

Donc

|cl(α)|φ(γ)
α =

∑
w∈cl(α)

φ(γ)(w) =
|{(x, y) ∈ Sn × (cl(α) ∩ S(γ)}|

|S(γ)|
et φ(γ)

α =
|Sn| |cl(α) ∩ S(γ)|
|cl(α)| |S(γ)|

.

Il nous reste à décrire |cl(α) ∩ S(γ)|.
Soit w ∈ cl(α) ∩ S(γ). Parce que S(γ) ∼= Sγ1 × Sγ2 × · · · × Sγn , nous pouvons factoriser (sous cet

isomorphisme) w d’une et une seule façon comme w = w1w2 . . . wn avec wi ∈ Sγi pour 1 ≤ i ≤ n. Notons
le partage associé au type cyclique de wi par βi : 1βi12βi2 · · ·nβin . Conséquemment w ∈ cl(α) ∩ S(γ) si et
seulement si

(∗) (syst.1)


α1 = β11 + β21 + . . .+ βn1

α2 = β12 + β22 + . . .+ βn2

...
αn = β1n + β2n + . . .+ βnn

 et (syst.2)


γ1 = 1β11 + 2β12 + . . .+ nβ1n

γ2 = 1β21 + 2β22 + . . .+ nβ2n

...
γn = 1βn1 + 2βn2 + . . .+ nβnn


Pour une solution simultanée (βij) ∈Matn×n(N) de ces deux systèmes d’équations, nous avons qu’il y

a
(γi)!

1βi1(βi1)! 2βi2(βi2)! · · ·nβin(βin)!

éléments wi ∈ Sγi ∩ cl(βi) pour chaque 1 ≤ i ≤ n. Ainsi en utilisant le lemme 7.4 nous obtenons

|cl(α) ∩ S(γ)| =
∑
(βij)

n∏
i=1

(γi)!
1βi1(βi1)! 2βi2(βi2)! · · ·nβin(βin)!

et φ(γ)
α =

∑
(βij)

n∏
i=1

(αi)!
(βi1)! (βi2)! · · · (βin)!

où, dans les deux sommes, (βij) parcourt l’ensemble des solutions simultanées des deux systèmes de (∗).

Pα =
n∏
j=1

[
n∑
i=1

xji

]αj
=

n∏
j=1

∑
(β′
ij

)

(
αj

β′1j , β
′
2j , . . . , β

′
nj

)
x
jβ′1j
1 x

jβ′2j
2 · · ·xjβ

′
nj

n

où, dans cette somme, (β′ij) ∈Matn×n(N) satisfait le système (1) de (∗) à la place de (βij) et(
αj

β′1j , β
′
2j , . . . , β

′
nj

)
=

(αj)!
(β′1j)! (β′2j)! · · · , (β′nj)!
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est le coefficient multinomial.
En regroupant les termes, nous voyons que le coefficient de xγ11 x

γ2
2 · · ·xγnn dans Pα est

∑
(β′
ij

)

n∏
j=1

(
αj

β′1j , β
′
2j , · · · , β′nj

)
=
∑
(β′
ij

)

n∏
i=1

[
(αi)!

(β′i1)!, (β′i2)!, · · · , (β′in)!

]

où, dans les deux sommes, (β′ij) parcourt l’ensemble des solutions simultanées des deux systèmes de (∗).
Nous avons cette dernière égalité parce

n∏
j=1

(
αj

β′1j , β
′
2j , · · · , β′nj

)
=

∏n
j=1(αj)!∏n
i,j=1(β′ij)!

=
n∏
i=1

[
(αi)!

(β′i1)!, (β′i2)!, · · · , (β′in)!

]
.

Mais comme l’ensemble des (βij) et des (β′ij) est le même, nous obtenons que finalement

Pα =
∑
γ

|γ|=n

φ(γ)
α xγ11 x

γ2
2 · · ·xγnn .

Définition 7.20 Soient un groupe fini G et des caractères irréductibles χi : G → C de G. Alors nous
disons qu’une fonction de classe de la forme

∑n
i=1 ci χi, où ci ∈ Z, est un caractère généralisé de G. Bien

entendu, un caractère est un caractère généralisé à cause la proposition 3.4. Nous aurions aussi pu définir
un caractère généralisé en disant qu’il s’agit d’un fonction de classe de la forme (χ − χ′), où χ, χ′ sont des
caractères de G.

Lemme 7.21 Soit χ : G→ C un caractère généralisé du groupe G. Alors χ est un caractère irréductible
de G si et seulement si (χ, χ)G = 1 et χ(e) > 0.

Preuve: Nous avons que χ =
∑n
i=1 ci χi où χi : G→ C est un caractère irréductible pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Si maintenant (χ, χ)G = 1 et χ(e) > 0, alors

(χ, χ)G =

(
n∑
i=1

ci χi,

n∑
i=1

ci χi

)
G

=
n∑
i=1

c2i = 1.

Donc ci = 0 pour tout i = 1, 2, . . . , n sauf pour i = j, où j est un entier entre 1 et n. Dans ce dernier
cas, c2j = 1. Conséquemment χ = χj ou −χj . Mais cette deuxième situation est à exclure, car χ(e) > 0 et
χj(e) > 0. Donc χ est un caractère irréductible.

La réciproque est évidente.

Remarque 7.22 Pour tout partage α : 1α12α2 · · ·nαn de n, alors nous pouvons facilement vérifier que
PαVρ est un polynôme antisymétrique de Q[X] de degré n(n+ 1)/2. Par le théorème 7.11 (c),

PαVρ =
∑

λ∈P+(n)
|λ|=N

ξ(λ)
α Vλ

où N = n(n+ 1)/2. Ici ξ(λ)
α ∈ Q.

Pour tout partage λ ∈ P+(n) tel que |λ| = N = n(n+1)/2, nous noterons par ξ(λ): la fonction de classe
ξ(λ) : Sn → Q sur Sn dont la valeur sur la classe de conjugaison associée au partage α de n est ξ(λ)

α pour
tout α.

Théorème 7.23 (a) Pour tout partage λ : λ1 > λ2 > . . . > λn ∈ P+(n) tel que |λ| = N = n(n+ 1)/2,
alors

ξ(λ) =
∑
γ,w

ε(w)φ(γ)
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où, dans la somme, γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n et w parcourt Sn tels que
λi = γi + n− w(i) pour tout i, 1 ≤ i ≤ n. En particulier, ξ(λ) est un caractère généralisé.

(b) {ξ(λ) | λ ∈ P+(n), |λ| = N} est un ensemble de caractères irréductibles de Sn, deux-à-deux orthogo-
naux entre eux.

Preuve: Nous avons de la définition de ξ(λ) que

PαVρ =
∑

λ′∈P+(n)

|λ′|=N

ξ(λ′)
α Vλ′ .

Le coefficient de xλ1
1 xλ2

2 . . . xλnn dans le terme de droite de l’égalité est ξ(λ)
α . Il nous faut maintenant développer

le terme de gauche de l’égalité.

PαVρ =

[∑
γ

φ(γ)
α xγ11 x

γ2
2 · · ·xγnn

][ ∑
w∈Sn

ε(w)x(n−w(1))
1 x

(n−1−w(n−1))
2 · · ·x(n−w(n))

n

]

où dans la première somme, γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n. Conséquemment
le coefficient de xλ1

1 xλ2
2 . . . xλnn dans cette dernière expression est∑

γ,w

ε(w)φ(γ)
α

où, dans la somme, γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n et w parcourt Sn tels que
λi = γi + n− w(i) pour tout i, 1 ≤ i ≤ n. Donc (a) est démontré.

(b) À cause de (a) et du lemme 7.21, il nous suffit de vérifier que(
ξ(λ), ξ(µ)

)
G

=
{

1, si λ = µ;
0, si λ 6= µ;

pour tout λ, µ ∈ P+(n) et |λ| = |µ| = N ; ainsi que ξ(λ)(e) > 0 pour tout λ ∈ P+(n) et |λ| = N , où e est
l’élément neutre de Sn. Nous utilisons ici le fait que ξ(µ)

α ∈ R par le lemme 7.5.
Nous avons que (

ξ(λ), ξ(µ)
)
G

=
1
n!

∑
α

[
n!

1α1(α1)! 2α2(α2)! · · ·nαn(αn)!

]
ξ(λ)
α ξ(µ)

α

où dans la somme α : 1α12α2 . . . nαn parcourt l’ensemble des partages de n.
À cause de la proposition 7.17, de la définition de ξ(λ) et ξ(µ), nous avons

∑
α

[
1

1α1(α1)! 2α2(α2)! · · ·nαn(αn)!

]
Pα(X)Vρ(X)Pα(Y )Vρ(Y ) =

∑
λ∈P+(n)
|λ|=N

Vλ(X)Vλ(Y )

où, dans la somme du terme de gauche, α : 1α12α2 . . . nαn parcourt l’ensemble des partages de n. Ce côté
gauche est égal à

∑
α

 1
1α1(α1)! 2α2(α2)! · · ·nαn(αn)!

 ∑
λ∈P+(n)
|λ|=N

ξ(λ)
α Vλ(X)


 ∑
µ∈P+(n)
|µ|=N

ξ(µ)
α Vµ(Y )




=
∑

λ,µ∈P+(n)
|λ|=|µ|=N

(
ξ(λ), ξ(µ)

)
G
Vλ(X)Vµ(Y ).
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Nous avons ainsi que ∑
λ∈P+(n)
|λ|=N

Vλ(X)Vλ(Y ) =
∑

λ,µ∈P+(n)
|λ|=|µ|=N

(
ξ(λ), ξ(µ)

)
G
Vλ(X)Vµ(Y )

En comparant les coefficients de xλ1
1 xλ2

2 · · ·xλnn yµ1
1 yµ2

2 · · · yµnn pour chacune de ces expressions, nous
obtenons que (

ξ(λ), ξ(µ)
)
G

=
{

1, si λ = µ;
0, si λ 6= µ;

pour tout λ, µ ∈ P+(n) et |λ| = |µ| = N .
Pour compléter la preuve, nous allons présenter dans le prochain théorème la formule de Frobenius pour

le degré

ξλ(e) =
n!Vρ(λ1, λ2, . . . , λn)
(λ1)! (λ2)! . . . (λn)!

où λ : λ1 > λ2 > . . . > λn ∈ P+(n) avec |λ| = N . Ceci complètera la preuve, parce que nous aurons bien
que

ξ(λ)(e) =
n!

(λ1)! (λ2)! . . . (λn)!

∏
1≤i<j≤n

(λi − λj) > 0.

Théorème 7.24 (Frobenius) Pour λ : λ1 > λ2 > . . . > λn ∈ P+(n) tel que |λ| = N = n(n + 1)/2,
alors

ξλ(e) =
n!Vρ(λ1, λ2, . . . , λn)
(λ1)! (λ2)! . . . (λn)!

.

Preuve: Comme le type cyclique de e est α = 1n. Nous devons ainsi calculer ξλ1n . De la définition de
ξ(λ) et de la formule pour le degré de la représentation induite obtenue à la proposition 5.2, nous obtenons
que

ξ
(λ)
1n =

∑
γ,w

ε(w)φ(γ)
1n =

∑
γ,w

ε(w)
[

n!
(γ1)! (γ2)! · · · (γn)!

]
= (n)!

∑
γ,w

ε(w)
[

1
(γ1)! (γ2)! · · · (γn)!

]
où, dans la somme, γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n et w parcourt Sn tels que
λi = γi + n− w(i) pour tout i, 1 ≤ i ≤ n. En posant

1
(−m)!

= 0 pour tout m ∈ N,m > 0,

et parce que γi = λi − n+ w(i) pour les γ et w dans la somme, nous obtenons

ξ
(λ)
1n = (n)!

∑
w∈Sn

ε(w)
1

(λ1 − n+ w(1))! (λ2 − n+ w(2))! · · · (λn − n+ w(n))!

= (n)! det
(

1
(λi − n+ j)!

)
1≤i,j≤n

=
(n)!

(λ1)! (λ2)! · · · (λn)!
det
(

(λi)!
(λi − n+ j)!

)
1≤i,j≤n

.

Cette dernière égalité est obtenue après avoir multiplié la ième ligne de la matrice(
1

(λi − n+ j)!

)
1≤i,j≤n

par (λi)!.
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La jème colonne Cj de la matrice (
(λi)!

(λi − n+ j)!

)
1≤i,j≤n

est de la forme

Cn =


1
1
...
1

 , Cj =


λ1(λ1 − 1) · · · (λ1 − n+ j + 1)
λ2(λ2 − 1) · · · (λ2 − n+ j + 1)

...
λn(λn − 1) · · · (λn − n+ j + 1)

 =


λn−j1

λn−j2
...

λn−jn

+
∑
k
k>j

akjCk

pour certains akj ∈ Q pour 1 ≤ j < n. En effectuant des opérations colonnes, nous obtenons que

det
(

(λi)!
(λi − n+ j)!

)
1≤i,j≤n

= Vρ(λ1, λ2, . . . , λn).

Le résultat est donc démontré.

Lemme 7.25 Soit un partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk > 0 de n. Posons

λi =

 (ηi + n− i), si 1 ≤ i ≤ k;

(n− i), si k < i ≤ n

Alors λ : λ1 > λ2 > . . . > λn ≥ 0 est un élément de P+(n) tel que |λ| = n(n + 1)/2 = N . Nous noterons
cet élément λ par Λ(η). De plus Λ : {η partage de n} → {λ ∈ P+(n) | |λ| = N = n(n + 1)/2} défini par
η 7→ Λ(η) est une bijection.

Preuve: Posons ηi = 0 si i > k. Alors λi = ηi + n− i ≥ ηi+1 + n− i > ηi+1 + n− i− 1 = λi+1 et de ceci
nous obtenons que λ ∈ P+(n). De plus

n∑
i=1

λi =
n∑
i=1

(ηi + n− i) = n+
n(n− 1)

2
= N.

Donc Λ est bien définie. Il est facile de définir la fonction inverse de Λ.

Corollaire 7.26 Pour tout partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk > 0 de n, nous noterons par χ(η) le caractère
irréductible ξ(λ) où λ = Λ(η). Alors {χ(η) | η est un partage de n} est l’ensemble des caractères irréductibles
de Sn.

Preuve: Par le théorème 7.23 (b) et parce que Λ est une bijection, nous avons que les χ(η) sont des
caractères irréductibles distincts. Comme le nombre de classes de conjugaison de Sn est le nombre de partages
de n, nous avons bien que {χ(η) | η est un partage de n} est l’ensemble des caractères irréductibles de Sn.

Corollaire 7.27 Soient un caractère χ : Sn → C de Sn et w ∈ Sn. Alors χ(w) ∈ Z.
Preuve: Par la proposition 3.4, nous avons que

χ =
∑
η

(
χ, χ(η)

)
Sn
χ(η) où

(
χ, χ(η)

)
Sn
∈ N

Il suffit donc de montrer que, pour tout partage η de n, nous avons que χ(η)(w) ∈ Z. Considérons λ ∈ P+(n)
tel que Λ(η) = λ et soit le partage α : 1α12α2 · · ·nαn de n associé à la classe de conjugaison de Sn contenant
w, il nous faut vérifier que ξ(λ)(w) = ξ

(λ)
α ∈ Z. Par le théorème 7.23 (a), nous avons

ξ(λ)
α =

∑
γ,w

ε(w)φ(γ)
α
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où dans la somme γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n et w parcourt Sn tels que
λi = γi + n− w(i) pour tout i, 1 ≤ i ≤ n. Mais φ(γ)

α ∈ Z, car φ(γ)
α est le coefficient de xγ11 x

γ2
2 · · ·xγnn dans le

développement de Pα selon la proposition 7.19. D’où ξ
(λ)
α ∈ Z et le résultat est démontré.

Nous allons maintenant donner une autre formule que celle de Frobenius pour le degré de χ(η): la formule
des équerres. Nous allons ensuite illustrer celle-ci pour expliquer pourquoi nous utilisons ce terme d’équerre.

Théorème 7.28 (Formule des équerres) Étant donné un partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk > 0 de n et
son partage conjugué η′ : η′1 ≥ η′2 ≥ . . . ≥ η′k′ > 0 où k′ = η1. Pour chaque paire (i, j) telle que 1 ≤ i ≤ k,
1 ≤ j ≤ ηi, notons (1 + ηi + η′j − i− j) par hi,j. Alors le degré de χ(η) est

χ(η)(e) =
n!∏
i,j hi,j

où le produit est sur l’ensemble des paires (i, j) telles que 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ ηi.
Preuve: Soit l’élément ξ = Λ(η) : λ1 > λ2 > . . . > λn ≥ 0 de P+(n) correspondant au partage η. Nous

avons montré au théorème 7.24 que

χ(η)(e) = ξ(λ)(e) =
n!

(λ1)! (λ2)! . . . (λn)!
Vρ(λ1, λ2, . . . , λn).

Nous avons aussi que
Vρ(λ1, λ2, . . . , λn) =

∏
1≤i<j≤n

(λi − λj).

Il nous faut donc montrer que ∏n
i=1(λi)!∏

1≤i<j≤n(λi − λj)
=

∏
1≤i≤k
1≤j≤ηi

hi,j .

Nous allons vérifier ceci en montrant les deux formules suivantes:

(λi)!∏
i<j≤n(λi − λj)

=
ηi∏
j=1

hi,j pour tout 1 ≤ i ≤ k et
(λi)!∏

i<j≤n(λi − λj)
= 1 pour tout k < i ≤ n.

Dans le cas de la première formule, il suffit de démontrer que {1, 2, 3 . . . , λi} est la réunion disjointe de
{λi − λj | i < j ≤ n} et {hi,j | 1 ≤ j ≤ ηi}. Il est clair que {λi − λj | i < j ≤ n} ⊆ {1, 2, . . . , λi}, car
0 ≤ λj < λi si i < j ≤ n. Parce que η′j ≤ n et 1 ≤ j, alors η′j+1 ≤ n+j. D’où 1 ≤ hi,j = (ηi+η′j−i−j+1) ≤
(n+ j + ηi − i− j) = (ηi + n− i) = λi si 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ ηi. Donc {hi,j | 1 ≤ j ≤ ηi} ⊆ {1, 2, . . . , λi} si
1 ≤ i ≤ k.

Supposons que λi − λj = hi,j′ où i < j ≤ n et 1 ≤ j′ ≤ ηi, alors

(λi − λj) = (ηi + n− i)− (ηj + n− j) = ηi + η′j′ − i− j′ + 1 = hi,j′ .

Donc η′j′+ηj = j+j′−1 où i < j ≤ n et 1 ≤ j′ ≤ ηi. Nous allons maintenant vérifier que ceci est impossible.
Si 1 ≤ j ≤ k et 1 ≤ j′ ≤ ηj alors η′j′ ≥ j et (η′j′ − j) + (ηj − j′) ≥ 0. Si 1 ≤ j ≤ k et ηj < j′ ≤ ηi, alors
j ≥ η′j′ et (η′j′ − j) + (ηj − j′) ≤ −2. Si k < j ≤ n, alors ηj = 0 et (η′j′ − j − j′) ≤ −2. Dans tous les cas,
nous voyons que η′j′ + ηj 6= j + j′ − 1. Donc {λi − λj | i < j ≤ n} ∩ {hi,j | 1 ≤ j ≤ ηi} = ∅.

Parce que |{hi,j | 1 ≤ j ≤ ηi}| = ηi, |{λi−λj | i < j ≤ n}| = (n− i) et λi = (ηi+n− i), nous obtenons
bien que {1, 2, 3 . . . , λi} est la réunion disjointe de {λi − λj | i < j ≤ n} et {hi,j | 1 ≤ j ≤ ηi} et

(λi)!∏
i<j≤n(λi − λj)

=
ηi∏
j=1

hi,j pour tout 1 ≤ i ≤ k.
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Dans le cas de la deuxième formule, nous avons que λi = (ηi + n − i) = (n − i) si k < i ≤ n et
(λi − λj) = (ηi + n− i)− (ηj + n− j) = (j − i) si i < j ≤ n. Ainsi

(λi)!∏
i<j≤n(λi − λj)

=
(n− i)!

(1)(2) · · · (n− i)
= 1.

La formule des équerres est ainsi démontrée.

Exemple 7.29 Supposons que n = 11 et que nous voulons déterminer le degré du caractère irréductible
χη correspondant au partage η : 5 ≥ 3 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1. Nous obtenons au moyen de la formule des équerres que

χη(e) =
11!

(9)(5)(4)(2)(1)(6)(2)(1)(3)(2)(1)
= 3080.

Dans la figure 1, nous avons indiqué pour chacune des cases du diagramme associé au partage η la valeur de
hi,j correspondante. Ces valeurs sont obtenues en comptant le nombre de cases dans l’équerre dont le coin
d’angle droit est cette case. Un exemple d’équerre est aussi illustré.

h

1
2

3

6 2 1
9 5 4 2 1 5

exemple d'équerre

Figure 1

Exemple 7.30 Si η est le partage n de n, alors, par la formule des équerres, nous obtenons que le degré
du caractère χη est 1. Nous pouvons aussi déterminer ce caractère. Dans ce cas, Λ(η) = λ : (2n − 1) >
(n− 2) > (n− 3) > . . . > 1 > 0 ∈ P+(n) et

χ(η) = ξ(λ) =
∑
γ,w

ε(w)φ(γ)

où, dans la somme, γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n et w parcourt Sn tels que
λi = γi + n − w(i) pour tout i, 1 ≤ i ≤ n. Mais parce que w ∈ Sn et λ1 = (2n − 1) = γ1 + n − w(1), alors
n ≤ (n − 1 + w(1)) = γ1 ≤ n et la composition γ est n, 0, 0, . . . , 0. De plus la permutation w = e. Nous
obtenons ainsi que S(γ) = Sn, χ(η) = φγ = 1Sn , le caractère trivial.

Exemple 7.31 Si η est le partage 1n de n, alors par la formule des équerres, nous obtenons que le degré
du caractère χ(η) est 1. Parce que nous supposons que n ≥ 2, alors le sous-groupe dérivé de Sn est le groupe
alterné An et ainsi Sn a |Sn/An| = 2 caractères de degré 1: le caractère trivial 1Sn et le caractère signe ε.
Donc nous obtenons que χ(η) = ε pour η : 1n en tenant compte de l’exemple précédent.

Nous allons maintenant analyser la décomposition en irréductibles de la restriction d’un caractère
irréductible de Sn au sous-groupe S((n − 1) ≥ 1) = {w ∈ Sn | w(n) = n} ∼= Sn−1. Ce résultat nous
servira à obtenir une autre formule pour le degré des représentations irréductibles de Sn. Il nous faut
initialement établir un résultat préliminaire.

Lemme 7.32 Soit λ : λ1 > λ2 > . . . > λn ≥ 0 dans P+(n). Alors nous avons[
n∑
i=1

xi

]
Vλ =

n∑
i=1

Vλ(i)
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dans Q[x1, x2, . . . , xn], où λ(i) : λ1 > λ2 > . . . > λi−1 ≥ λi + 1 > λi+1 > . . . > λn ≥ 0 ∈ P(n).
Preuve: Nous avons[

n∑
i=1

xi

]
Vλ =

[
n∑
i=1

xi

][ ∑
w∈Sn

ε(w)xλ1
w(1)x

λ2
w(2) · · ·x

λn
w(n)

]
=
∑
w∈Sn

ε(w)
[
xλ1+1
w(1) x

λ2
w(2) · · ·x

λn
w(n) + xλ1

w(1)x
λ2+1
w(2) · · ·x

λn
w(n) + . . .+ xλ1

w(1)x
λ2
w(2) · · ·x

λn+1
w(n)

]
=

n∑
i=1

Vλ(i)

Proposition 7.33 Soient un partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ηk > 0 de n et w ∈ Sn tel que w(n) = n. Notons
par w′: l’élément de Sn−1 défini par

w′ =
[

1 2 . . . (n− 2) (n− 1)
w(1) w(2) . . . w(n− 2) w(n− 1)

]
.

Soient les éléments i1 < i2 < . . . < ij = k en ordre croissant de {1, 2, . . . , k} pour lesquels ηi > ηi+1, i.e.
que nous avons

η1 = η2 = . . . = ηi1 > ηi1+1 = . . . = ηi2 > ηi2+1 . . . ηij−1 > ηij−1+1 = . . . ηij > 0,

ou encore ces éléments correspondent aux coins inférieurs droits du diagramme. Pour tout m, 1 ≤ m ≤ j,
nous notons par η(m): le partage de (n − 1) obtenu en remplacant la part ηim de η par ηim − 1, i.e. nous
enlevons le coin correspondant à im. Alors

χ(η)(w) =
j∑

m=1

χ(η(m))(w′).

Preuve: Fixons quelques notations. Le type cyclique de w sera noté par le partage α : 1α12α2 . . . nαn .
Comme w(n) = n, alors α1 ≥ 1 et αn = 0. Le type cyclique de w′ sera noté par α′ : 1α

′
12α

′
2 . . . (n− 1)α

′
n−1 et

nous avons que α′1 = α1− 1 et α′k = αk si 1 < k ≤ n− 1. Aussi ρ désignera l’élément ρ : (n− 1) > (n− 2) >
. . . > 1 > 0 de P+(n), alors que ρ′ désigne l’élément ρ′ : (n− 2) > (n− 3) > . . . > 1 > 0 de P+(n− 1).

Nous avons

Pα =
n∏
i=1

 n∑
j=1

xij

αi ∈ Q[x1, x2, . . . , xn] et Pα′ =
n−1∏
i=1

n−1∑
j=1

xij

α
′
i

∈ Q[x1, x2, . . . , xn−1].

Donc

Pα(x1, x2, . . . , xn−1, 0) =

n−1∑
j=1

xj

Pα′(x1, x2, . . . , xn−1).

Nous avons aussi

Vρ =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj) ∈ Q[x1, x2, . . . , xn] et Vρ′ =
∏

1≤i<j≤(n−1)

(xi − xj) ∈ Q[x1, x2, . . . , xn−1].

Donc
Vρ(x1, x2, . . . , xn−1, 0) = x1x2 · · ·xn−1Vρ′(x1, x2, . . . , xn−1).
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Pour λ : λ1 > λ2 > . . . > λn ≥ 0, posons λ̄ : (λ1 − 1) > (λ2 − 1) > . . . > (λn−1 − 1), alors

Vλ(x1, x2, . . . , xn−1, 0) =

x1x2 · · ·xn−1Vλ̄(x1, x2, . . . , xn−1), si λn = 0;

0, si λn > 0.

Nous avons vu précédemment que

(1) PαVρ =
∑

λ∈P+(n)
|λ|=n(n+1)/2

ξ(λ)
α Vλ(x1, x2, . . . , xn) ∈ Q[x1, x2, . . . , xn]

et
Pα′Vρ′ =

∑
λ′∈P+(n−1)

|λ′|=n(n−1)/2

ξ
(λ′)
α′ Vλ′(x1, x2, . . . , xn−1) ∈ Q[x1, x2, . . . , xn−1]

Nous obtenons en posant xn = 0 dans l’équation (1) et en utilisant les résultats précédents ainsi que le
fait que Q[x1, x2, . . . , xn] est un domaine d’intégrité que

n−1∑
j=1

xj

Pα′Vρ′ =
∑

λ∈P+(n),λn=0
|λ|=n(n+1)/2

ξ(λ)
α Vλ̄ ⇒

n−1∑
j=1

xj


 ∑

λ′∈P+(n−1)

|λ′|=n(n−1)/2

ξ
(λ′)
α′ Vλ′

 =
∑

λ∈P+(n),λn=0
|λ|=n(n+1)/2

ξ(λ)
α Vλ̄.

Par le lemme 7.32, nous avons n−1∑
j=1

xj

Vλ′ =
n−1∑
i=1

Vλ′(i)

où λ′(i) : λ′1 > λ′2 > . . . > λ′i−1 ≥ λ′i + 1 > λ′i+1 > . . . > λ′n−1 ≥ 0 ∈ P(n− 1)
En utilisant ceci, nous obtenons alors ∑

λ′∈P+(n−1)

|λ′|=n(n−1)/2

ξ
(λ′)
α′

(
n−1∑
i=1

Vλ′(i)

) =
∑

λ∈P+(n),λn=0
|λ|=n(n+1)/2

ξ(λ)
α Vλ̄.

En comparant les coefficients de ces deux expressions dans la base {Vλ̃ | λ̃ ∈ P+(n)}, nous obtenons pour
λ ∈ P(n) avec λn = 0 et |λ| = n(n+ 1)/2 que

(†) ξ(λ)
α =

∑
λ′

ξ
(λ′)
α′

où, dans la somme, λ′ ∈ P+(n− 1), |λ′| = n(n− 1)/2 et λ′(i) = λ̄ pour un i = 1, 2, . . . , n.
Si maintenant λ = Λ(η) : λ1 > λ2 > . . . > λn ≥ 0, où η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk > 0 avec k < n, i.e.

η n’est pas le partage 1 ≥ 1 ≥ . . . ≥ 1 de n, alors λn = 0. Maintenant si λ′ apparait dans la somme (†)
ci-dessus et η′ = Λ−1(λ′) : η′1 ≥ η′2 ≥ . . . ≥ η′k′ > 0, alors η′ est un partage de (n−1). Si λ′(i) = λ̄, alors nous
avons λ′ : (λ1 − 1) > (λ2 − 1) > . . . > (λi−1 − 1) > (λi − 2) ≥ (λi+1 − 1) > . . . > λ′n−1 ≥ 0. Mais comme
λ′ ∈ P+(n−1), alors nous devons avoir (λi−2) > (λi+1−1), i.e. (ηi+n− i−2) > (ηi+1 +n− (i+ 1)−1)⇔
ηi > ηi+1. Dans ce cas η′ est η(m) défini dans l’énoncé de la proposition. Réciproquement pour chaque η(m),
alors λ′ = Λ(η(m)) est un des λ′ apparaissant dans la somme (†). Nous avons donc

χ(η)
α = ξ(λ)

α =
∑
λ′

ξ
(λ′)
α′ =

j∑
m=1

χ
(η(m))
α′ .
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Il nous reste à considérer le cas où η : 1 ≥ 1 ≥ . . . ≥ 1, i.e. η : 1n. Mais χ(η) = ε dans ce cas comme nous
l’avons vu à l’exemple 7.31. Mais la restriction du caractère signe de Sn à S((n−1) ≥ 1) est le caractère signe
de Sn−1 et son diagramme est le partage 1(n−1) de (n− 1). La proposition est ainsi trivialement vérifiée.

Définition 7.34 Étant donné un partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk de n, alors un tableau standard
de Young est un remplissage des cases du diagramme associé à η avec les entiers de 1, 2, . . . , n de façon à
ce qu’il n’y ait aucune répétition, que les entrées sur chaque ligne croissent de gauche à droite et celles sur
chaque colonne croissent de haut en bas. η sera la forme du tableau. Nous noterons l’ensemble des tableaux
de forme η par T (η).

Exemple 7.35 Le tableau suivant est un tableau standard de Young pour le partage η : 5 ≥ 3 ≥ 1 ≥
1 ≥ 1:

9
8

4

3 7 10
1 2 5 6 11

Figure 2

Corollaire 7.36 Étant donné un partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk > 0 de n, alors le degré de χ(η) est
χ(η)(e) = |T (η)|.

Preuve: Nous allons utiliser les mêmes notations que celles de la proposition 7.33. Soient les éléments
i1 < i2 < . . . < ij = k en ordre croissant de {1, 2, . . . , k} pour lesquels ηi > ηi+1, i.e. que nous avons

η1 = η2 = . . . = ηi1 > ηi1+1 = . . . = ηi2 > ηi2+1 . . . ηij−1 > ηij−1+1 = . . . ηij > 0,

ou encore ces éléments correspondent aux coins inférieurs droits du diagramme. Si T est un tableau standard
de Young de forme η, alors l’entrée n doit être à la ligne im et colonne ηim pour un certain m, 1 ≤ m ≤ j.

Ceci nous permet de partitionner l’ensemble T (η) des tableaux standards de Young en j sous-ensembles

T (η) =
j∐

m=1

T ′(η(m))

où T ′(η(m)) est l’ensemble des tableaux standards de Young de la forme η ayant l’entrée n à la ligne im et
colonne ηim . Mais il est clair que que T ′(η(m)) est en bijection avec T (η(m)). Ainsi

|T (η)| =
j∑

m=1

|T (η(m))|

Pour démontrer le corollaire, il suffit de procéder par induction sur n. Alors

χ(η)(e) =
j∑

m=1

χ(η(m))(e) =
j∑

m=1

|T (η(m))| = |T (η)|.

Proposition 7.37 Soient deux partages η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηr > 0 et µ : µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µs > 0 de
n. Si n ≥ 3 et [χ(η) ↓SnS(n−1≥1)] = [χ(µ) ↓SnS(n−1≥1)], alors η = µ. En d’autres mots, χ(η) est déterminé par sa
restriction au sous-groupe S(n− 1 ≥ 1) ∼= Sn−1 lorsque n ≥ 3.
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Preuve: Soient les éléments i1 < i2 < . . . < ip = r en ordre croissant de {1, 2, . . . , r} pour lesquels
ηi > ηi+1 et les éléments j1 < j2 < . . . < jq = s en ordre croissant de {1, 2, . . . , s} pour lesquels µj > µj+1.
Par la proposition 7.33, alors

p∑
m=1

χ(η(m)) = [χ(η) ↓SnS(n−1≥1)] = [χ(µ) ↓SnS(n−1≥1)] =
q∑

m′=1

χ(µ(m′))

où η(m) est le partage de (n− 1) obtenu en remplacant la part ηim de η par (ηim − 1) et µ(m′) est le partage
de (n− 1) obtenu en remplacant la part µjm′ de µ par (µjm′ − 1).

Les partages η(m), (m = 1, 2, . . . , p) sont deux-à-deux distincts. De même les partages µ(m′), (m′ =
1, 2, . . . , q) sont deux-à-deux distincts. Conséquemment p = q et il existe une permutation π : {1, 2, . . . , p} →
{1, 2, . . . , p} telle que η(m) = µ(π(m)) pour tout m, 1 ≤ m ≤ p.

Si p = 1, alors η peut être soit le partage n ou soit 1n. De même, µ peut être soit le partage n ou soit
1n. Mais si η : n, alors η(1) : (n− 1), alors que si η : 1n, alors η(1) : 1n−1. De même pour µ. Comme n ≥ 3,
alors η(1) = µ(1). Nous obtenons alors que η = µ.

Nous supposons maintenant que p ≥ 2. Ainsi η(1) = µ(m′) pour un certain m′, 1 ≤ m′ ≤ p. Si jm′ < i1,
alors µ1 = η1, µ2 = η2, . . . , µjm′−1 = ηjm′−1, µjm′ = ηjm′ +1, µjm′+1 = ηjm′+1, . . .. Mais nous obtenons ainsi
que ηjm′−1 ≥ ηjm′ + 1 > ηjm′ et jm′ − 1 < i1 contredisant notre définition de l’ensemble i1 < i2 < . . . < ip.
Si jm′ > i1, alors µ1 = η1, µ2 = η2, . . . , µi1−1 = ηi1−1, µi1 = (ηi1 − 1), . . .. De ceci, nous obtenons que
j1 = (i1 − 1), car η1 = η2 = . . . = ηi1 . Mais comme µ(1) = η(m′′) pour un m′′, 1 ≤ m′′ ≤ p et que
im′′ > (i1 − 1), nous obtenons une contradiction car alors µi1−1 = (ηi1−1 − 1) 6= ηi1−1. Donc i1 = jm′ et
η = µ.

Proposition 7.38 Soient un partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk > 0 de n et son partage conjugué
η′ : η′1 ≥ η′2 ≥ . . . ≥ η′k′ > 0. Alors εχ(η) est un caractère irrédictible de Sn et εχ(η) = χ(η′). Ici ε est le
caractère signe et n ≥ 2.

Preuve: εχ(η) est un caractère de Sn. Comme

(
εχ(η), εχ(η)

)
Sn

=
1
|Sn|

∑
w∈Sn

ε(w)χ(η)(w)ε(w)χ(η)(w) =
1
|Sn|

∑
w∈Sn

χ(η)(w)χ(η)(w) =
(
χ(η), χ(η)

)
Sn

= 1,

alors εχ(η) est un caractère irréductible. Nous allons maintenant montrer que εχ(η) = χ(η′) par induction
sur n.

Si n = 2,alors S2 a exactement deux caractères irréductibles: 1 = χ(2) et ε = χ(1≥1). Mais dans ce cas,
nous avons bien que εχ(η) = χ(η′).

Si n ≥ 3 et que le résultat est vérifié pour les entiers < n. Notons η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηr > 0. Soient les
éléments i1 < i2 < . . . < ip = r en ordre croissant de {1, 2, . . . , r} pour lesquels ηi > ηi+1. Comme εχ(η) est
irréductible, alors il existe un partage µ : µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µs > 0 tel que εχ(η) = χ(µ). Soient les éléments
j1 < j2 < . . . < jq = s en ordre croissant de {1, 2, . . . , s} pour lesquels µj > µj+1. Alors

[εχ(η) ↓SnS(n−1≥1)] = ε

(
p∑

m=1

χ(η(m))

)
=

p∑
m=1

χ((η(m))′) =
p∑

m=1

χ((η′)(m)) =
q∑

m′=1

χ(µ(m′)) = [χ(µ) ↓SnS(n−1≥1)]

par hypothèse d’induction et à cause de la proposition 7.33. Mais de ceci, nous obtenons que µ = η′.

Nous allons maintenant présenter une approche récursive pour déterminer les caractères de Sn. Nous
avons besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemme 7.39 Soit w ∈ Sn. Alors
∑k
i=1(w(i)− i) ≥ 0 pour tout 1 ≤ k ≤ n. De plus

∑k
i=1(w(i)− i) = 0

pour tout 1 ≤ k ≤ n si et seulement si w = e.
Preuve: w({1, 2, . . . , k}) est un sous-ensemble de k éléments de {1, 2, . . . , n}. Il est clair que la somme

des éléments de tout sous-ensemble de k éléments est ≥
∑k
i=1 i. Donc

∑k
i=1(w(i)− i) ≥ 0.
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Si w = e, alors il est clair que
∑k
i=1(w(i) − i) ≥ 0 pour tout 1 ≤ k ≤ n. Si w 6= e, alors il existe un

entier m, 1 ≤ m ≤ n tel que w(m) 6= m et w(i) = i pour tout 1 ≤ i < m. Dans ce cas en prenant k = m,
nous obtenons

∑m
i=1(w(i)− i) = w(m)−m > 0.

Notation 7.40 Étant donné une composition γ : γ1, γ2, . . . , γn, alors nous noterons par γ̇: le partage
de n obtenu en réarrangeant les parts de γ en ordre décroissant. Nous dirons que γ̇ est le partage associé
à la composition γ.

Définition 7.41 Étant donné une composition γ : γ1, γ2, . . . , γn de n, alors ϑ(γ) désignera le caractère
de la représentation induite IndSnS(γ)(ε), où ε : S(γ)→ {±1} est le caractère signe. Rappelons que φ(γ) est le

caractère de la représentation induite IndSnS(γ)(1).

Lemme 7.42 Étant donné une composition γ : γ1, γ2, . . . , γn de n. Alors ϑ(γ) = ε φ(γ).
Preuve: Pour w ∈ Sn, nous avons

ϑ(γ)(w) =
1

|S(γ)|
∑
x∈Sn

x−1wx∈S(γ)

ε(x−1wx) =
1

|S(γ)|
∑
x∈Sn

x−1wx∈S(γ)

ε(w) = ε(w)
|{x ∈ Sn | x−1wx ∈ S(γ)}|

|S(γ)|

= ε(w)φ(γ)(w)

Lemme 7.43 Soient une composition γ : γ1, γ2, . . . , γn de n et son partage associé γ̇. Alors

φ(γ) = φ(γ̇) et ϑ(γ) = ϑ(γ̇).

Preuve: Parce que φ(γ) (resp. φ(γ̇)) est le caractère de la représentation induite IndSnS(γ)(1) (resp.

IndSnS(γ̇)(1)), alors

φ(γ)(w) =
|{x ∈ Sn | x−1wx ∈ S(γ)}|

|S(γ)|

(
resp. φ(γ̇)(w) =

|{x ∈ Sn | x−1wx ∈ S(γ̇)}|
|S(γ̇)|

)
pour tout w ∈ Sn. Mais il est facile de vérifier que les deux sous-groupes S(γ) et S(γ̇) sont conjugués dans
Sn, i.e. il existe y ∈ Sn tel que S(γ̇) = yS(γ)y−1. Donc

{x ∈ Sn | x−1wx ∈ S(γ̇)} = {x ∈ Sn | x−1wx ∈ yS(γ)y−1} = {x ∈ Sn | y−1x−1wxy ∈ S(γ)},

|{x ∈ Sn | x−1wx ∈ S(γ̇)}| = |{x ∈ Sn | x−1wx ∈ S(γ)}|, |S(γ)| = |S(γ̇)| et φ(γ)(w) = φ(γ̇)(w).

Nous avons ainsi montré que φ(γ) = φ(γ̇). À cause du lemme 7.42, alors nous obtenons que ϑ(γ) = ϑ(γ̇).

Définition 7.44 Soient deux compositions γ : γ1, γ2, . . . , γn et γ′ : γ′1, γ
′
2, . . . , γ

′
n de n, alors nous dirons

que γ′ domine γ si et seulement si

j∑
i=1

γi ≤
j∑
i=1

γ′i pour tout j, 1 ≤ j ≤ n.

Nous écrirons alors γ / γ′.

Remarque 7.45 Il est facile de montrer que
(a) / est une relation d’ordre partiel;
(b) γ / γ̇ pour toute composition γ de n;
(c) parmi tous les partages de n, alors le partage η : n est le seul maximal relativement à / et
(d) parmi tous les partages de n, alors le partage η : 1n est le seul minimal relativement à /.
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De plus, il est possible de vérifier que si η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηr > 0 et λ : λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λs > 0 sont
deux partages de n et η′, λ′ sont les partages conjugués de η et λ respectivement , alors η / λ si et seulement
si λ′ / η′. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci.

Théorème 7.46 Soient un partage η de n et son partage conjugué η′. Alors

(a) φ(η) = χ(η) +
∑
µ

aηµχ
(µ)

où aηµ ∈ N et, dans la somme, µ parcourt l’ensemble des partages de n tels que µ 6= η et η / µ, et

(b) ϑ(η′) = χ(η) +
∑
µ

bηµχ
(µ)

où bηµ ∈ N et, dans la somme, µ parcourt l’ensemble des partages de n tels que µ 6= η et µ / η.
Preuve: Posons N = n(n + 1)/2. Soit un partage α : 1α12α2 · · ·nαn de n. Nous allons démontrer (a)

par induction inversée. Pour le partage η : n, nous avons vu à l’exemple 7.30 que φ(η) = 1Sn = χ(η). Ainsi
(a) est vérifié pour le partage maximal relativement à / parmi l’ensemble des partages de n. Considérons
le partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk > 0 et supposons maintenant que la formule (a) est vérifiée pour tous les
partages µ 6= η et η /µ. Posons ηk+1 = . . . = ηn = 0.

Nous avons vu que
Pα(X)Vρ(X) =

∑
λ∈P+(n)
|λ|=N

ξ(λ)
α Vα(X).

Considérons le coefficient de xη1+n−1
1 xη2+n−2

2 · · ·xηnn pour chacun des termes de cette équation. Le terme du
côté gauche est égal à[∑

γ

φ(γ)
α xγ11 x

γ2
2 · · ·xγnn

][ ∑
w∈Sn

ε(w)xn−w(1)
1 x

n−w(2)
2 · · ·xn−w(n)

n

]
,

où, dans la première somme, γ parcourt l’ensemble des compositions de n. Conséquemment le coefficient de
xη1+n−1

1 xη2+n−2
2 · · ·xηnn dans cette expression est

φ(η)
α +

∑
γ,w

ε(w)φ(γ)
α

où, dans la somme, γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n, γ 6= η et w ∈ Sn tels que
γ1 + n− w(1) = η1 + n− 1
γ2 + n− w(2) = η2 + n− 2

...
γn + n− w(n) = ηn

 i.e.


γ1 = η1 + w(1)− 1
γ2 = η2 + w(2)− 2

...
γn = ηn + w(n)− n

 .

À cause du lemme 7.39, nous avons que η / γ.
En utilisant l’ordre lexicographique, nous pouvons vérifier que le coefficient de xη1+n−1

1 xη2+n−2
2 · · ·xηnn

dans ∑
λ∈P+(n)
|λ|=N

ξ(λ)
α Vα(X)

est ξ(λ)
α = χ

(η)
α où λ : (η1 + n− 1) > (η2 + n− 2) > . . . > ηn.
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Du lemme 7.43 et de ce qui précède, nous obtenons

φ(η)
α +

∑
γ,w

ε(w)φ(γ)
α = χ(η)

α ⇒ φ(η)
α = χ(η)

α −
∑
γ,w

ε(w)φ(γ)
α = χ(η)

α −
∑
γ,w

ε(w)φ(γ̇)
α

⇒ φ(η) = χ(η) −
∑
γ,w

ε(w)φ(γ̇)

où γ et w sont définis ci-dessus.
Comme η 6= γ, η / γ et γ / γ̇, alors nous pouvons utiliser notre hypothèse d’induction pour le caractère

φ(γ̇), i.e.
φ(γ̇) = χ(γ̇) +

∑
µ

aγ̇µχ
(µ)

où aγ̇µ ∈ N et, dans la somme, µ parcourt l’ensemble des partages de n tels que µ 6= γ̇ et γ̇ / µ. En
substituant ceci dans l’équation pour φ(η), nous obtenons que

(a) φ(η) = χ(η) +
∑
µ

aηµχ
(µ)

où aηµ ∈ Z et, dans la somme, µ parcourt l’ensemble des partages de n tels que µ 6= η et η / µ. Nous
obtenons finalement que les coefficients aηµ ∈ N parce qu’il s’agit de la décomposition du caractère φ(η) en
irréductibles. Ainsi (a) est démontré.

Nous allons démontrer (b) par induction. Pour le partage η : 1n, alors η′ : n. Nous avons vu à l’exemple
7.31 que χ(η) = ε. Conséquemment ϑ(η′) = εφ(η′) = ε = χ(η). Ainsi (b) est vérifié pour le partage minimal
relativement à / parmi tous les partages de n.

Considérons le partage η : η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηk > 0 et supposons maintenant que la formule (b) est vérifiée
pour tous les partages µ 6= η et µ / η. Notons le partage conjugué de η par η′ : η′1 ≥ η′2 ≥ . . . ≥ η′k′ > 0 par
Posons η′k′+1 = . . . = η′n = 0. Nous noterons aussi par ε(α): la valeur du caractère signe sur la classe de
conjugaison correspondant au partage α : 1α12α2 · · ·nαn de n, i.e.

ε(α) = (−1)(n−α1−α2−···−αn).

Par le lemme 7.42, ϑ(γ)
α = ε(α)φ(γ)

α pour toute composition γ de n.
Nous avons que

Pα(X)Vρ(X) =
∑

λ∈P+(n)
|λ|=N

ξ(λ)
α Vα(X) ⇒ ε(α)Pα(X)Vρ(X) =

∑
λ∈P+(n)
|λ|=N

ε(α)ξ(λ)
α Vα(X).

Considérons le coefficient de xη
′
1+n−1

1 x
η′2+n−2
2 · · ·xη

′
n
n pour chacun des termes de cette équation. Le terme du

côté gauche est égal à[∑
γ

ϑ(γ)
α xγ11 x

γ2
2 · · ·xγnn

][ ∑
w∈Sn

ε(w)xn−w(1)
1 x

n−w(2)
2 · · ·xn−w(n)

n

]
,

où, dans la première somme, γ parcourt l’ensemble des compositions de n. Conséquemment le coefficient de
x
η′1+n−1
1 x

η′2+n−2
2 · · ·xη

′
n
n dans cette expression est

ϑ(η′)
α +

∑
γ,w

ε(w)ϑ(γ)
α

où, dans la somme, γ : γ1, γ2, . . . , γn parcourt l’ensemble des compositions de n, γ 6= η′ et w ∈ Sn tels que
γ1 + n− w(1) = η′1 + n− 1
γ2 + n− w(2) = η′2 + n− 2

...
γn + n− w(n) = η′n

 i.e.


γ1 = η′1 + w(1)− 1
γ2 = η′2 + w(2)− 2

...
γn = η′n + w(n)− n

 .
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À cause du lemme 7.39, nous avons que η′ / γ.
En utilisant l’ordre lexicographique et la proposition 7.38, nous pouvons vérifier que le coefficient de

x
η′1+n−1
1 x

η′2+n−2
2 · · ·xη

′
n
n dans ∑

λ∈P+(n)
|λ|=N

ε(α)ξ(λ)
α Vα(X)

est ε(α)ξ(λ)
α = ε(α)χ(η′)

α = χ
(η)
α où λ : (η′1 + n− 1) > (η′2 + n− 2) > . . . > η′n.

Du lemme 7.43 et de ce qui précède, nous obtenons

ϑ(η′)
α +

∑
γ,w

ε(w)ϑ(γ)
α = χ(η)

α ⇒ ϑ(η′)
α = χ(η)

α −
∑
γ,w

ε(w)ϑ(γ)
α = χ(η)

α −
∑
γ,w

ε(w)ϑ(γ̇)
α

⇒ ϑ(η′) = χ(η) −
∑
γ,w

ε(w)ϑ(γ̇)

où γ et w sont définis ci-dessus.
Comme η′ 6= γ, η′ / γ et γ / γ̇, alors η′ / γ̇. Par 7.45, γ̇′ / η et nous pouvons utiliser notre hypothèse

d’induction pour le caractère ϑ(γ̇), i.e.

ϑ(γ̇) = χ(γ̇′) +
∑
µ

bγ̇′µχ
(µ)

où bγ̇′µ ∈ N et, dans la somme, µ parcourt l’ensemble des partages de n tels que µ 6= γ̇′ et µ / γ̇′. Nous
avons alors µ / η. En substituant ceci dans l’équation pour ϑ(η′), nous obtenons que

ϑ(η′) = χ(η) +
∑
µ

bηµχ
(µ)

où bηµ ∈ Z et, dans la somme, µ parcourt l’ensemble des partages de n tels que µ 6= η et µ / η. Nous
obtenons finalement que les coefficients bηµ ∈ N parce qu’il s’agit de la décomposition du caractère ϑ(η′) en
irréductibles. Ainsi (b) est démontré.

Remarque 7.47 Le théorème précédent nous permet de donner une autre façon de définir χ(η) pour
tout partage η de n en posant que χ(η) est l’unique caractère irréductible apparaissant dans la décomposition
en irréductibles de φ(η) et ϑ(η′). Dans chacune de ces décompositions, χ(η) apparait avec 1 comme coefficient.

Ce théorème nous permet aussi de calculer récursivement χ(η) en utilisant la relation de dominance et
les caractères induits.

Les coefficients aηµ dans la formule (a) sont appelés les nombres de Kostka. Ils peuvent être caractérisés
combinatoirement. Il existe aussi des interprétations géométriques de ces nombres.
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CHAPITRE 8

CARACTÈRES DU GROUPE ALTERNÉ

Nous allons premièrement étudier le groupe alterné A5 et déterminer sa table de caractères en analysant
la restriction des caractères irréductibles de S5 à A5. De cette façon, nous obtenons presque tous les caractères
irréductibles de A5. Les manquants sont obtenus au moyen d’un argument élémentaire. Nous déterminerons
ultérieurement la table des caractères de An pour n ≥ 2 en analysant la restriction des caractères de Sn. Le
fait que An soit un sous-groupe normal de Sn d’indice 2 permet de relier les caractères de Sn avec ceux de
An. Nous analyserons cette relation dans un cadre général: celui d’un sous-groupe normal H d’un groupe
fini G dont l’indice est 2.

Montrons premièrement que A5 est isomorphe au groupe spécial linéaire SL2(F4) sur un corps fini F4

ayant 4 élément. Rappelons que SL2(F4) = {M ∈Mat2×2(F4) | det(M) = 1}.

Lemme 8.1 Le groupe alterné A5 est isomorphe à SL2(F4).
Preuve: Ces deux groupes ont le même nombre d’éléments. En effet,

|A5| =
5!
2

= 60 et |SL2(F4)| = (42 − 1)(42 − 4)
(4− 1)

= 60.

Nous allons maintenant définir un monomorphisme φ : SL2(F4) → S5. Nous vérifierons plus tard que A5

est contenu dans l’image de φ. De tout ceci nous aurons notre isomorphisme. Pour définir φ, considérons
premièrement l’espace projectif P1(F4) des droites vectorielles de F2

4. Cet ensemble a 5 éléments. Pour fixer
les notations, le polynôme x2+x+1 est irréductible sur F2 et ainsi F4 est isomorphe à F2[x]/(x2+x+1)F2[x]
ou encore que F4 est obtenu par adjonction d’un élément α à F2 tel que α2 = 1 + α. Ici nous utilisons le
fait que la caractéristique de F2 est 2 et ainsi −1 = 1. Avec ces notations,

P1(F4) =
{
L1 = F4

(
1
0

)
, L2 = F4

(
0
1

)
, L3 = F4

(
1
1

)
, L4 = F4

(
1
α

)
, L5 = F4

(
1

1 + α

)}
.

Si g ∈ SL2(F4) et L ∈ P1(F4), alors g(L) ∈ P1(F4). De plus, si g(Li) = g(Lj), alors i = j. Ainsi nous
pouvons définir une permutation φ(g) ∈ S5 pour tout g ∈ SL2(F4) en posant g(Li) = Lφ(g)(i) pour tout
1 ≤ i ≤ 5. Il est facile de vérifier que φ : SL2(F4)→ S5 est un homomorphisme.

φ est un monomorphisme. En effet, si

g =
(
a b
c d

)
∈ ker(φ),

alors

g(L1) = L1 ⇒ F4

(
a
c

)
= F4

(
1
0

)
⇒ c = 0;

g(L2) = L2 ⇒ F4

(
b
d

)
= F4

(
0
1

)
⇒ b = 0;

g(L3) = L3 ⇒ F4

(
a
d

)
= F4

(
1
1

)
⇒ a = d.

Mais nous avons aussi que det(g) = 1 ⇒ ad = a2 = 1. Nous obtenons alors que

a2 = 1 ⇒ a2 + 1 = 0 ⇒ (a+ 1)2 ⇒ a = 1.

Conséquemment

g =
(

1 0
0 1

)
, ker(φ) =

{(
1 0
0 1

)}
et φ est injectif.
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Nous pouvons noter que

φ

(
0 1
1 1

)
= (1, 2, 3)(4)(5) et φ

(
0 1 + α
α 1 + α

)
= (1, 2, 3, 4, 5).

Comme A5 est engendré par le 3-cycle (1, 2, 3)(4)(5) et le 5-cycle (1, 2, 3, 4, 5), alors A5 ⊆ Image(φ). En
considérant les cardinalités et l’injectivité, nous obtenons que A5 = Image(φ) et φ est un isomorphisme
entre SL2(F4) et A5.

8.2 Classes de conjugaison de A5. Nous allons maintenant déterminer les classes de conjugaison
de A5. Parce que A5 est un sous-groupe normal de S5, alors toute classe de conjugaison clS5(w) de S5 a
soit une intersection vide avec A5 ou est soit complètement incluse dans A5. Dans ce dernier cas, cette
classe clS5(w) n’est pas nécessairement une classe de conjugaison de A5, mais plutôt une réunion de classes
de conjugaison de A5, plus précisement d’au plus deux classes de conjugaison de A5 de même cardinalité,
car S5 est la réunion disjointe de A5 et gA5 où g ∈ S5 \ A5. En utilisant ceci et en considérant les classes
de conjugaison de S5, nous obtenons que les classes de S5 correspondant aux partages: 15, 1122, 1231, 5
sont incluses dans A5. Si nous analysons chacune de ces classes, nous obtenons facilement que toutes sont
des classes de conjugaison de A5 sauf celle correspondant au partage 5. Dans ce dernier cas, celle-ci est la
réunion de deux classes de conjugaison de A5: 5′ et 5′′. Nous obtenons ainsi le tableau où λ est un partage
de 5 avec deux cas lorsque λ : 5

λ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1 5′ 5′′

|clA5(λ)| 1 15 20 12 12

8.3 Table de caractères de A5. Nous pouvons maintenant restreindre les caractères irréductibles de
S5 au sous-groupe A5 et déterminer dans quel cas nous obtenons un caractère irréductible. Nous allons
utiliser les notations de la section 6.17 du chapitre 6 pour les caractères irréductibles de S5. Ces restrictions
sont données dans le tableau suivant.

1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1 5′ 5′′

[χ(1≥1≥1≥1≥1) ↓S5
A5

] 1 1 1 1 1

[χ(2≥1≥1≥1) ↓S5
A5

] 4 0 1 -1 -1

[χ(2≥2≥1) ↓S5
A5

] 5 1 -1 0 0

[χ(3≥1≥1) ↓S5
A5

] 6 -2 0 1 1

[χ(3≥2) ↓S5
A5

] 5 1 -1 0 0

[χ(4≥1) ↓S5
A5

] 4 0 1 -1 -1

[χ5 ↓S5
A5

] 1 1 1 1 1

Nous pouvons noter que certains caractères irréductibles de S5 lorsqu’ils sont restreints à A5 donnent
le même caractère. Si nous observons quels sont ces caractères nous voyons aussitôt qu’ils correspondent
aux paires de partages: η et son conjugué η′. Ceci est une conséquence du fait que χ(η′) = εχ(η) pour tout
partage η de 5 et que ε est constant et égal à 1 sur A5.

Notons ces caractères distincts de A5 par

ψ1 = [χ(1≥1≥1≥1≥1) ↓S5
A5

], ψ4 = [χ(2≥1≥1≥1) ↓S5
A5

], ψ5 = [χ(2≥2≥1) ↓S5
A5

], θ = [χ(3≥1≥1) ↓S5
A5

].

Si nous calculons alors le produit hermitien pour chacun de ces caractères, nous obtenons

(ψ1, ψ1)A5 = 1, (ψ4, ψ4)A5 = 1, (ψ5, ψ5)A5 = 1, (θ, θ)A5 = 2.
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De ceci, nous pouvons conclure que ψ1, ψ4 et ψ5 sont trois caractères irréductibles de A5, alors que θ est la
somme de deux caractères irréductibles distincts. De plus comme

(ψ1, θ)A5 = 0, (ψ4, θ)A5 = 0, (ψ5, θ)A5 = 0,

alors θ est la somme (θ′ + θ′′) de deux caractères irréductibles θ′ 6= θ′′ distincts de ψ1, ψ4 et ψ5.

Comme A5 a 5 classes de conjugaison, alors il y a 5 caractères irréductibles. Ce sont donc ψ1, ψ4, ψ5,
θ′ et θ′′. Il nous reste plus qu’à calculer les valeurs de θ′ et θ′′.

Si nous considérons les degrés de ces représentations, nous avons l’équation

60 = 12 + 42 + 52 + (θ′(e))2 + (θ′′(e))2 ⇒ (θ′(e))2 + (θ′′(e))2 = 18.

Comme θ′(e), θ′′(e) ∈ N, alors il y a une seule possibilité θ′(e) = θ′′(e) = 3. Parce que θ = θ′ + θ′′, nous
avons la table de caractères suivante dans laquelle il nous reste à déterminer a, b, c, d ∈ C.

1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1 5′ 5′′

ψ1 1 1 1 1 1

ψ4 4 0 1 -1 -1

ψ5 5 1 -1 0 0

θ′ 3 a b c 1− d
θ′′ 3 −2− a −b 1− c d

Si w ∈ clA5(2 ≥ 2 ≥ 1) (resp. clA5(3 ≥ 1 ≥ 1)), alors w−1 ∈ clA5(2 ≥ 2 ≥ 1) (resp. clA5(3 ≥ 1 ≥ 1)),
car w−1 a le même type cyclique de w. De ceci, nous obtenons que

a = θ′(w) = θ′(w−1) = θ′(w) = a ( resp. b = θ′(w) = θ′(w−1) = θ′(w) = b)

et conséquemment a, b ∈ R.

Nous pouvons déterminer des représentants pour chacune des classes: 5′ et 5′′. Il est facile de vérifier
que les 5-cycles (1, 2, 3, 4, 5) et (1, 2, 3, 5, 4) ne sont pas conjugués dans A5. Disons que la classe clA5(5′) (resp.
clA5(5′′)) contient le 5-cycle (1, 2, 3, 4, 5) (resp. (1, 2, 3, 5, 4)). Notons que (1, 2, 3, 4, 5)−1 = (1, 5, 4, 3, 2) est
conjugué dans A5 à (1, 2, 3, 4, 5) et (1, 2, 3, 5, 4)−1 = (1, 4, 5, 3, 2) est conjugué dans A5 à (1, 2, 3, 5, 4). De
ceci, nous obtenons que c ∈ R et d ∈ R comme ci-dessus. En effet,

c = θ′((1, 2, 3, 4, 5)) = θ′((1, 2, 3, 4, 5)−1) = θ′((1, 2, 3, 4, 5)) = c et

d = θ′′((1, 2, 3, 5, 4)) = θ′′((1, 2, 3, 5, 4)−1) = θ′′((1, 2, 3, 5, 4)) = d.

Conséquemment c, d ∈ R.

Parce que a ∈ R et en utilisant la proposition 3.11, nous obtenons en considérant la classe clA5(2 ≥ 2 ≥ 1)
avec elle-même que

12 + 12 + a2 + (−2− a)2 =
60
15

= 4 ⇒ a = −1.

Parce que b ∈ R et en utilisant la proposition 3.11, nous obtenons en considérant la classe clA5(3 ≥ 1 ≥ 1)
avec elle-même que

12 + 12 + (−1)2 + b2 + (−b)2 =
60
20

= 3 ⇒ b = 0.

Parce que (θ′, ψ1)A5 = (1)(3)(1)+(15)(−1)(1)+(20)(0)(1)+(12)(c)(1)+(12)(1−d)(1) = 0, alors c = d.
Parce que c ∈ R et en utilisant la proposition 3.11, nous obtenons en considérant la classe clA5(5′) avec
elle-même que

12 + (−1)2 + c2 + (1− c)2 =
60
12

= 5 ⇒ c =
1±
√

5
2

et 1− c =
1∓
√

5
2

.
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Nous avons ainsi obtenu toutes les valeurs des caractères. Nous noterons θ′ par ψ3,1 et θ′′ par ψ3,2. La table
des caractères de A5 est

1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 2 ≥ 2 ≥ 1 3 ≥ 1 ≥ 1 5′ 5′′

ψ1 1 1 1 1 1

ψ4 4 0 1 -1 -1

ψ5 5 1 -1 0 0

ψ3,1 3 −1 0 (1 +
√

5)/2 (1−
√

5)/2

ψ3,2 3 −1 0 (1−
√

5)/2 (1 +
√

5)/2

Noter que nous pouvons réaliser les représentations de degré 3 de A5 en considérant A5 comme le groupe
des isométries préservant l’orientation d’un dodécaèdre régulier. En effet, il suffit de noter qu’il y a cinq cubes
inscrits dans le dodécaèdre et dont les sommets sont parmi ceux du dodécaèdre. Une isométrie permute ces
cubes et nous obtenons ainsi une permutation qui est dans A5. Ceci nous donne un isomorphisme avec A5.
Nous pouvons alors associer aux éléments de A5 des matrices orthogonales SO3(R).

8.4 Considérons maintenant la situation générale suivante. Soient un groupe fini G et un sous-groupe
H d’indice [G : H] = 2. Rappelons que dans ce cas H est normal dans G. Nous voulons décrire les classes
de conjugaison de H en utilisant celle de G.

Pour toute classe de conjugaison clG(g) de G, une seule des deux alternatives suivantes peut se produire:
soit clG(g) ∩ H = ∅, soit clG(g) ⊆ H. Nous obtenons ceci parce que H est normal dans G. Cependant si
clG(g) ⊆ H, alors clG(g) n’est pas nécessairement une classe de conjugaison de H

Définition 8.5 Une classe de conjugaison clG(g) de G contenue dans H est dite scindable dans H si et
seulement si clG(g) n’est pas une classe de conjugaison dans H.

Lemme 8.6 Soit une classe de conjugaison clG(g) de G contenue dans H et scindable dans H. Alors
clG(g) est la réunion disjointe des deux classes de conjugaison clH(g), clH(xgx−1), où x est un élément de
G \H.

Preuve: Nous avons que G = H
∐
Hx, car [G : H] = 2, où x est un élément de G \H. Ainsi

clG(g) = {ygy−1 | y ∈ G} = {hgh−1 | h ∈ H} ∪ {hxgx−1h−1 | h ∈ H} = clH(g) ∪ clH(xgx−1).

Il suffit maintenant de vérifier que clH(g) ∩ clH(xgx−1) = ∅. Sinon nous avons que clH(g) = clH(xgx−1) et
la classe clG(g) n’est pas scindable contredisant notre hypothèse.

8.7 En résumé, chacune des classes de conjugaison de G sont d’un et un seul des types suivants:
(a) clG(g) ∩H = ∅;
(b) clG(g) ⊆ H et clG(g) n’est pas scindable et
(c) clG(g) ⊆ H, clG(g) est scindable et clG(g) = clH(g)

∐
clH(xgx−1), où x ∈ G \H.

Comme chaque classe de conjugaison de H est inclus dans une unique classe de conjugaison de G, nous
obtenons que l’ensemble des classes de conjugaison de H est la réunion disjointe des ensembles{

clG(g) | clG(g) ⊆ H et clG(g) n’est pas scindable
}

et {
clH(g), clH(xgx−1) | clG(g) ⊆ H et clG(g) est scindable

}
où x est un élément fixé de G \H.

Proposition 8.8 Soit un partage α : 1α12α2 · · ·nαn de n. Alors la classe de conjugaison clSn(α) de
Sn correspondant à α est contenue dans An si et seulement si α1 + α2 + . . . + αn ≡ n (mod 2). Dans ce
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dernier cas, nous avons que clSn(α) est scindable si et seulement si toutes les parts de α sont impaires et
distinctes, i.e. αi = 0 si i ≡ 0 (mod 2) et αi ≤ 1 si i ≡ 1 (mod 2).

Preuve: Notons que la valeur de ε sur les k-cycles est (−1)(k−1). Il est alors facile de vérifier que la
valeur ε(α) de ε sur la classe clSn(α) est

ε(α) = (−1)n−α1−α2−...−αn .

Donc clSn(α) ⊆ An si et seulement si ε(α) = 1, i.e. si et seulement si α1 + α2 + . . .+ αn ≡ n (mod 2).

Supposons maintenant que clSn(α) ⊆ An et soient w,w′ ∈ clSn(α). Nous allons premièrement montrer
que si α2k > 0 ou encore α2k+1 > 1 pour un entier k, alors w et w′ sont conjugués dans An, i.e. il existe
x ∈ An tel que w′ = xwx−1. Comme w,w′ ∈ clSn(α), alors il existe y ∈ Sn tel que w′ = ywy−1. Bien
entendu, si y ∈ An, nous obtenons le résultat en posant x = y. Il nous faut considérer le cas où y 6∈ An.

Si α2k > 0 pour un entier k, alors w a au moins un (2k)-cycle c. Comme cwc−1 = w, ε(c) = −1 et
ycwc−1y−1 = w′, nous obtenons que x = yc ∈ An et w′ et w sont conjugués dans An.

Si α2k+1 > 1 pour un entier k, alors w a au moins deux (2k+1)-cycles. Notons deux de ces (2k+1)-cycles
par (a1, a2, . . . , a2k+1) et (b1, b2, . . . , b2k+1). Nous avons que {a1, a2, . . . , a2k+1} ∩ {b1, b2, . . . , b2k+1} = ∅.
Considérons l’élément z = (a1, b1)(a2, b2) · · · (a2k+1, b2k+1). Alors zwz−1 = w, ε(z) = −1 et yzwz−1y−1 =
w′, nous obtenons que x = yz ∈ An et w′ et w sont conjugués dans An.

Nous devons maintenant considérer le cas où toutes les parts de α sont impaires et distinctes et montrer
que la classe clSn(α) est scindable lorsque clSn(α) ⊆ An. Comme n > 1, alors il existe un entier k > 1 tel que
α2k+1 = 1. Ainsi w a un (2k + 1)-cycle (a1, a2, . . . , a2k+1). Considérons maintenant l’élément w′ ∈ An dont
tous les cycles sont ceux de w sauf le (2k+ 1)-cycle (a1, a2, . . . , a2k+1) qui est remplacé par le (2k+ 1)-cycle
(a1, a2, . . . , a2k−1, a2k+1, a2k). w et w′ ont le même type cyclique, mais ne sont pas conjugués dans An. Si
u ∈ Sn est tel que w′ = uwu−1, alors u 6∈ An. Si nous considérons la factorisation en cycles disjoints de w,
i.e. w = c1c2 · · · cp, où c1 est le (2k + 1)-cycle, alors u est de la forme

u = (a2k, a2k+1)cm1
1 cm2

2 · · · cmpp où m1,m2, . . . ,mp ∈ N.

Comme chacun des cycles de w est de longueur impaire, alors ε(ci) = 1. Finalement ε(u) = −1 et u 6∈ An.
Donc la classe clSn(α) est scindable. La proposition est démontrée.

Exemple 8.9 Considérons les classes de conjugaison de S5: clS5(15), clS5(1321), clS5(1122), clS5(1231),
clS5(2131), clS5(1141) et clS5(51), alors celles contenues dans A5 sont clS5(15), clS5(1122), clS5(1231) et
clS5(51). Une seule parmi celles-ci est scindable: clS5(51). Nous obtenons ainsi les 5 classes de conjugaison
de A5 présentées en 8.2.

8.10 Revenons à notre situation générale, i.e. celle d’un groupe fini G et d’un sous-groupe H d’indice
[G : H] = 2. Nous voulons analyser la restriction des caractères de G à H. Notons par π : G → G/H la
projection canonique. Dans notre situation, G/H est isomorphe à {±1}. Nous obtenons ainsi un caractère
ε = π : G→ G/H ≈ {±1} de degré 1 de G. Nous avons que

ε(g) =
{

1, si g ∈ H;
−1, si g ∈ G \H.

Ainsi H = ker(ε).

Définition 8.11 ε : G→ {±1} est appelé le caractère signe de G.

Notation 8.12 Étant donné un caractère χ : G→ C de G, alors nous noterons le caractère εχ : G→ C
par χ′.

Définition 8.13 Un caractère irréductible χ : G→ C de G est dit être scindable dans H si sa restriction
[χ↓GH ] au sous-groupe H est réductible.

Proposition 8.14 Soit un caractère irréductible χ : G→ C de G.
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(a) Si χ′ 6= χ, alors nous avons que [χ ↓GH ] = [χ′ ↓GH ], que le caractère [χ ↓GH ] : H → C de H est
irréductible et que le caractère induit de cette restriction [[χ ↓GH ] ↑GH ] = χ + χ′ comme décomposition en
irréductibles.

(b) Si χ′ = χ, alors χ(g) = 0 pour tout g ∈ G \H, le caractère χ de G est scindable, le caractère [χ↓GH ]
est la somme de deux caractères irréductibles distincts: ψ1 : H → C, ψ2 : H → C de H, i.e. [χ↓GH ] = ψ1+ψ2

et les caractères induits [ψ1 ↑GH ] = [ψ2 ↑GH ] = χ comme décompositions en irréductibles. De plus, si x ∈ G\H,
alors xψ1 = ψ2 et xψ2 = ψ1, i.e. ψ1 et ψ2 sont conjugués. Rappelons que xψi(xhx−1) = ψi(h) pour i = 1, 2.

Preuve: Notons premièrement que

1 = (χ, χ)G =
1
|G|

∑
g∈G

χ(g)χ(g) =
1
|G|

∑
h∈H

χ(h)χ(h) +
∑

g∈G\H

χ(g)χ(g)



=
1
2

([χ↓GH ], [χ↓GH ])H +
1
|G|

∑
g∈G\H

|χ(g)|2.

Comme ∑
g∈G\H

|χ(g)|2 ≥ 0, ([χ↓GH ], [χ↓GH ])H ∈ N et ([χ↓GH ], [χ↓GH ])H ≥ 1,

alors ([χ ↓GH ], [χ ↓GH ])H ∈ {1, 2}. Dans le cas où ([χ ↓GH ], [χ ↓GH ])H = 2, nous avons que χ(g) = 0 pour tout
g ∈ G \H. Dans le cas où ([χ↓GH ], [χ↓GH ])H = 1, alors il existe un élément g ∈ G \H tel que χ(g) 6= 0.

Notons aussi que χ′(h) = ε(h)χ(h) = χ(h) pour tout h ∈ H et χ′(g) = ε(g)χ(g) = −χ(g) pour tout
g ∈ G \H.

(a) Si χ′ 6= χ, alors nous avons [χ′ ↓GH ] = [χ↓GH ] par ce qui précède. Il existe un élément g ∈ G\H tel que
χ′(g) = ε(g)χ(g) 6= χ(g) et conséquemment χ(g) 6= 0. Par notre remarque initiale, ([χ↓GH ], [χ↓GH ])H = 1 et
nous obtenons ainsi que le caractère [χ↓GH ] de H est irréductible. Pour calculer le caractère induit [[χ↓GH ]↑GH ],
notons que

[[χ↓GH ]↑GH ](g) =
1
|H|

∑
x∈G

x−1gx∈H

χ(x−1gx).

Si g ∈ H, alors x−1gx ∈ H pour tout x ∈ G, parce que H est normal. Si g 6∈ H, alors x−1gx 6∈ H pour tout
x ∈ G; sinon il existe x tel que x−1gx ∈ H, alors g = xx−1gxx−1 ∈ H contredisant notre hypothèse. Nous
obtenons que

[[χ↓GH ]↑GH ](g) =
|G|
|H|

χ(g) = 2χ(g), si g ∈ H et [[χ↓GH ]↑GH ](g) = 0 si g ∈ G \H

et ainsi que [[χ↓GH ]↑GH ] = χ+ χ′.

(b) Si χ′ = χ, alors χ′(g) = ε(g)χ(g) = −χ(g) = χ(g) pour tout g ∈ G \H et conséquemment χ(g) = 0
pour tout g ∈ G \H.

À cause de notre remarque initiale, nous obtenons que

1 = (χ, χ)G =
1
2

([χ↓GH ], [χ↓GH ])H ⇒ ([χ↓GH ], [χ↓GH ])H = 2.

De ceci, nous obtenons que le caractère χ de G est scindable dans H, ainsi que [χ ↓GH ] = ψ1 + ψ2 où
ψ1, ψ2 : H → C sont des caractères irréductibles distincts.

Par le théorème de réciprocité de Frobenius (théorème 6.11), ([ψ1 ↑GH ], χ)G = (ψ1, [χ↓GH ])H = 1. Ainsi

[ψ1 ↑GH ](e) = 2ψ1(e) ≥ χ(e) = ψ1(e) + ψ2(e) ⇒ ψ1(e) ≥ ψ2(e).
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