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PREFACE

Ces notes s’adressent aux étudiantes et étudiants du cours Représentation des groupes (Sigle: MAT7400).
Elles constituent la matiére pour un cours de deuxieme cycle d’une quarantaine d’heures. Elles sont divisées
en dix chapitres. Nous y traitons de la théorie des représentations et des caracteres ordinaires des groupes
finis. Nous décrivons entre autres des caracteres irréductibles du groupe symétrique, du groupe alterné et
du groupe linéaire de rang 2 sur un corps fini. Un chapitre traite aussi brievement des repésentations des
groupes compacts.

D’avance je remercie toute personne qui me signalera les lapsus et autres coquilles qui m’auraient
échappés.

Robert Bédard, juillet 2008.
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CHAPITRE 1
SOURCE DE LA THEORIE - FROBENIUS

Dans ce premier chapitre, nous allons décrire le probléme qui a incité Frobenius (1849 - 1917) & créer
en 1896 la théorie des représentations pour les groupes non commutatifs et généraliser celle des caracteres
des groupes abéliens finis. Pour ces derniers groupes, Gaufl et Dirichlet avaient déja utilisé ces caracteres
dans leurs travaux en théorie des nombres. Rappelons qu’un caractére xy d’un groupe abélien fini G est une
fonction non-nulle y : G — C telle que

x(9192) = x(g91)x(g2) pour tout g1,g2 € G.

C’est d’ailleurs a Gaufl que nous devons le terme de caracteres. Mais la généralisation aux groupes non
commutatifs a été nécessaire pour répondre a une question sur les déterminants de groupe. Cette derniere
notion n’a plus vraiment d’intérét maintenant, la théorie des représentations étant nettement plus essentielle
en mathématiques. Nonobstant ce jugement nous allons premierement rappeler cette notion de déterminant
de groupe.

Dedekind (1831- 1916) a défini le déterminant de groupe lors de son étude du discriminant d’un corps de

nombres K (i.e. extension finie normale de Q) et G = {g1, g2, ..., gn}, son groupe de Galois. Etant donnée
une base {wy,ws, ..., w,} de K (comme espace vectoriel sur Q), alors le discriminant A est défini comme
étant A = D?, ol

giwy  giw2 - g1Wp

gawi  Gawz -+ GoWn

gnWi1 gnW2 - GpWnp

Un cas spécial important est lorsque tous les éléments w; sont les conjugués d’un élément w fixe et dans ce

cas nous pouvons prendre comme base de K: {giw, gow, ..., gyw} . Conséquemment
9191w gi1g2w - g1gpW
9291w G2gow - GagnpW
D = . . .
Ind1W  gngoW -+ GngnW

Cette derniere matrice a suggéré & Dedekind d’étudier dans l’anneau commutatif Clz, | ¢ € G] le
polyndome défini par le déterminant de la matrice dont les lignes et colonnes sont indexées par les éléments
de G et l'entrée a la ligne g et colonne g’ est xgq. Eventuellement Dedekind a considéré le déterminant
© = det(zy(4y-1) de la matrice dont les lignes et colonnes sont indexées par les éléments de G' et I'entrée a
la ligne g et colonne g’ est x4(,)-1. Toutes les entrées sur la diagonale de cette derniére matrice sont égaux
a la variable x, correspondant & ’élément neutre e de G. O est le déterminant de groupe. Lorsque G est
commutatif, Dedekind a noté une relation entre les caracteres de G et ©. Nous pouvons illustrer ceci pour
le groupe Z/nZ.

Exemple 1.1 Si G =Z/nZ ={0,1,2,...,n — 1}, alors

Zo Tn—1 Tn—2 R |
T1 Zo Tp—-1 - X2 n—1 [n—1
1 x x e T3 | — e | —
O=| T @ T s =11 | D2 r7ay —H[E x(g)xg],
: . . . . i=0 | j=0 X g
Tn—1 Tpn—2 Tnp—3 0 Zo

oll p est une racine primitive n'®™M€ de 1'unité, le produit dans la dernieére expression étant sur I’ensemble

des caracteres de G et la somme, sur les éléments de G.
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11 est facile de démontrer ceci. En effet, pour i =0,1,2,...,(n — 1), il suffit de noter que le vecteur

1
i
p
2i
UZ = p
n—1)¢
pn=b
-1 i o
est un vecteur propre de valeur propre [E?:o p~Yxj|. Les vecteurs vy, vi,...,v,—1 sont linéairement

indépendants et forment ainsi une base de C™. Conséquemment la matrice

Zo Ip—1 Tp-2 - I1
T Zo Tpn—1 - T2
T2 € Zo R 4}
Tn—-1 Tn—2 Tnp-—3 o X0

est diagonalisable et son déterminant est le produit des valeurs propres.

Dedekind a observé dans plusieurs exemples que ces déterminants de groupe pouvaient étre factorisé
en plusieurs termes. En 1886, il a étudié cette question de factorisation pour des groupes non commutatifs.
Par exemple, pour le groupe symétrique S ou encore le groupe des quaternions {+1, +i, &5, £k}, Dedekind
a noté que tous les facteurs ne sont pas toujours linéaires.

Exemple 1.2 Considérons le cas ou G est le groupe symétrique S3 et posons x = X123, ¥4 = T213,
u' = x130, U = To31, V' = T312, Y = T321, alors le déterminant de groupe

/ /

x uw u v v oy
v xz v oy u v
v vz ou oy w
v y u x v o
oou oy vz wu
y v v v u =z

est égal a
(x+utu +v+v +y) (@ —u—u' Fv+v —y)(@? —u? —u? + 0?0 —y? Fun —zv— v Fuy +u'y —ov’)?

En 1896, Dedekind a communiqué ces résultats & Frobenius avec aussi la conjecture (& moitié démontré)
que le nombre de facteurs linéaires est 'ordre du groupe abélien G/G’, ou G’ est le sous-groupe dérivé de
G, i.e. le sous-groupe engendré par tous les éléments zyz~'y~! avec z,y € G. Six mois plus tard, Frobenius
pouvait expliquer completement la factorisation de © pour tout groupe fini G.

Nous allons maintenant définir ce qu’est une représentation linéaire d’un groupe fini. Nous ne con-
sidérerons que les représentations complexes (ou encore ordinaires) dans ces notes. Dans ce chapitre, G
désignera toujours un groupe fini.

1.3 Soit un espace vectoriel V sur C. GL(V) désignera le groupe des automorphismes de V, i.e. des
endomorphismes linéaires T : V' — V inversibles. Si V est de dimension finie et B = {v1,va,...,v,}, une
base de V, alors pour tout 7' € GL(V), [T]% désignera la matrice (a;;)1<i j<n définie par

n
T(v;) = Zaz’jvi pour tout j =1,2,...,n.
i=1
Comme T est inversible, il est bien connu que la matrice [T]g est inversible. Nous noterons par GL,,(C):

le groupe linéaire, i.e. le groupe des matrices inversibles dont les entrées sont complexes. Il est aussi bien
connu que

[ 15:GL(V) = GL,(C), T+ [T)5
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est un isomorphisme de groupes.
Nous allons supposer pour la suite que V' est de dimension finie n > 0 et B = {vy,va,...,v,}, une base
de V.

Définition 1.4 Une représentation linéaire complexe de G dans V est un homomorphisme (de
groupes) R : G — GL(V). En d’autres mots, R associe un automorphisme R(g) de V & tout élément g de
G et satisfait aussi la propriété que R(gg’) = R(g)R(g’') pour tout g,¢’ € G. V est appelé ’espace de la
représentation et dim(V) = n est le degré de R.

A cause de 1.3, une représentation linéaire est aussi un homomorphisme (de groupes) R’ : G — GL,,(C).
En effet, il suffit de prendre R'(g) = [R(g)]5. Trés souvent nous ferons ce passage de GL(V) 4 GL,(C). Le
contexte nous permettra d’éviter toute confusion.

Définition 1.5 Deux représentations Ry : G — GL(Vi) et Ry : G — GL(Vz) du groupe G sont dites
équivalentes s’il existe un isomorphisme (d’espaces vectoriels) T : Vi — Va tel que TRy (9)T~! = Ra(g)
pour tout g € G.

A cause de 1.3, deux représentations linéaires R} : G — GL,, (C) et R} : G — GL,,(C) sont équivalen -
tes si et seulement si n; = ng et qu'il existe une matrice P inversible d’ordre ny X n; telle que PR} (g)P~! =
R, (g) pour tout g € G.

Définition 1.6 Etant donné une représentation linaire R : G — GL(V) et un sous-espace vectoriel U
de V. Nous dirons que U est un sous-espace stable de V' (relativement & R) si et seulement si R(g)(u) € U
pour tout ¢ € G et u € U. Dans un tel cas, R(g) induit un automorphisme bien défini Ry (g) de U
en considérant sa restriction & U et nous obtenons alors facilement que Ry : G — GL(U) est aussi une
représentation de G. Nous dirons que Ry est une sous-représentation de R.

Si V' # 0 et que les seuls sous-espaces stables (relativement & R) de V sont 0 et V, alors nous dirons
que R est une représentation irréductible de G.

Enumérer toutes les représentations irréductibles de G a équivalence pres et comprendre leurs structures
est 'un des objectifs majeurs de la théorie des représentations. Celles-ci forment les briques a partir desquelles
les autres réprésentations sont construites.

Exemple 1.7 Soit V = C. Alors GL(V) est le groupe multiplicatif C* du corps C. La représentation
triviale de G est obtenue par R : G — C* avec R(g) = 1 pour tout g € G. Nous noterons celle-ci par Ryyiy.
Il est clair que Ry,iv est une représentation irréductible.

Exemple 1.8 Soit V = CI¢l. Notons par {v, | z € G}: une base de V indexée par les éléments de G.
A g € G, nous associons I'unique transformation linéaire R,e(g) de V telle que Rieg(9)(vs) = vge pour tout

x,g € G, ie.
Rieg(9) ( Z Oy vw> = Z Ag Vga-

zeG zeG

Il est facile de vérifier que Ryeg(g)Rreg(9’) = Rreg(gg’) pour tout g,¢' € G et que Ryeg(e) = Idy. De cette
observation, nous obtenons que Ryes(g) est un automorphisme de V pour tout g € G et Ryes : G — GL(V)
est une représentation. Celle-ci est dite étre la représentation réguliere de G, que nous noterons par Reg.
Il est facile de vérifier que Ryeg n'est pas irréductible si G # {e}. En effet,

C<sz> {Zam

a,t(zeCpourtouthG}
zeG zeG

est un sous-espace stable de V' de dimension 1 différent de 0 et V', parce que |G| > 1.

Exemple 1.9 Supposons que le groupe G agit sur ’ensemble fini X # (). Nous pouvons généraliser la
construction ci-dessus. Soit V' = CIXI. Notons par {v, | # € X}: une base de V indexée par les éléments
de X. A g € G, nous associons 'unique transformation linéaire Rx (g) de V telle que Rx(g)(vy) = vg4y pour

tout x € X, g € G, i.e.
Rx(g) (Z Qg vz> = Z Ag Vgg-

zeX reX



11 est facile de vérifier que Rx(g)Rx(g') = Rx(gg’) pour tout g,¢' € G et que Rx(e) = Idy. De cette
observation, nous obtenons que Rx(g) est un automorphisme de V pour tout g € G et Rx : G — GL(V)
est une représentation. Celle-ci est dite étre la représentation par permutation de G sur X, que nous
noterons par Rx. Si|X| > 1, alors Rx n’est pas irréductible. En effet, si O est une orbite de G dans X,

o(5)-[£om

zeO zeO

aI:aECpourtoutxe(’)}

est un sous-espace stable de V' de dimension 1 différent de 0 et V, parce que | X| > 1.

Nous allons maintenant décrire quelques constructions élémentaires de représentations obtenues a partir
de représentations données de G.

Définition 1.10 Soient une représentation linéaire R : G — GL(V), un ensemble {U; | 1 < i < k} de
sous-espaces vectoriels de V tel que V est la somme directe &5 _;U;. Si chacun des U; est stable relativement a
R, on dit alors que R est la somme directe (interne) des sous-représentations Ry, et nous écrirons ®F_, Ry,
dans ce cas.

Maintenant étant donné un ensemble de représentations linéaires R; : G — GL(U;) avec 1 < i < k, alors
nous pouvons construire une représentation de G' sur la somme directe (externe) V = @¥_,U; en posant

R(g)(w1 ©uz @ -~ @ ug) = Ri(g)(u1) @ Ra(g)(u2) © - - © Ry (g)(ua)-

11 faut vérifier que R(g) est bien un automorphisme de V' et que R(gg’) = R(g)R(g’) pour tout g,¢" € G.
Nous noterons R par ®F_| R;.

A cause de 1.3 nous pouvons aussi décrire ceci matriciellement. Si R, : G — GL,,(C) sont des
représentations linéaires, alors la somme directe ©F_; R, est définie par

Ri(g) 0 0 - 0
0 Ryg) 0 - 0
(@R (9)=| O 0 ‘@) ... 0
o 5 o - R

Définition 1.11 Soient deux représentations linéaires Ry : G — GL(V1), Ry : G — GL(V3) de G. Soit
Pespace vectoriel V.= Hom(V1,Va) des transformations linéaires T : Vi — V5. Nous pouvons définir une
représentation R de G sur Hom(V7, V2) par la formule

R(g)(T) = Ry(9)TR1(g™") pour tout g € G et tout T € Hom(Vy, Va).
En effet, il est facile de vérifier que R(g) est une transformation linéaire de V. Il suffit de noter que

R(g)(a1Ty + agTy) = Ra(g)(an Ty + axT2)Ra(g™") = a1 Ra(g)(Th) Ra(g™") + a2 Ra(g)(To) Ra(g ")
= alR(g) (Tl) + (IQR(Q) (T2)

pour tout ay,as € C et T1,To € Hom(V, Va). De plus R(g) est inversible et son inverse est R(g~!) car
R(g) o R(g™")(T) = R(g)(Ra(g™")TRi(9)) = Ra(9)Ra(g™ )T Ri(9)Ri(g ")
= Ra(99 )TRi(99™") = Ro(e)TRi(e) =T

et similairement R(g~') o R(g)(T) = T pour tout g € G et T € Hom(Vi, Va) parce que Ry et Ry sont des
homomorphismes.
Finalement R est un homomorphisme de groupes parce que

R(9192)(T) = (R2(g192)TR1((9192) ") = Ra(g1)R2(92)TR1 (g5 ") Ra (g7 ")
= Ry(91)(R(g2)(T)) R1(g: ') = R(g1) o R(g2)(T)
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pour tout g1,92 € G et T € Hom(Vy,Vs) parce que Ry et Ry sont des homomorphismes. De ceci nous
pouvons conclure que R(g1g2) = R(g1)R(g2) pour tout g1,g92 € G. Nous noterons la représentation R par
Hom(Rl, RQ)

11 est aussi possible de donner une représentation matricielle de Hom(R;, R2) en prenant par exemple
la base {T;; : Vi = Vo |1 <i<m, 1 <j<n}de Hom(V;,V,) obtenue en définissant T;; comme 1'unique
transformation linéaire telle que

Ty (un) = {vi, sik=7j;

0, sinon.

ou {uy,ug, ..., up} et {v1,va,..., v, } sont des bases de V; et Vs respectivement. Hom/(V;.V5) est isomorphe
a Vespace Mat,,x»(C) de matrices d’ordre m X n ayant des entrées complexes et nous obtenons avec ces
choix de bases, la représentation R'(g)(M) = Ry(g)M R} (g~ ), olt g € G et M € Mat ., (C).

Un cas particulier important de la construction précédente est obtenu lorsque Ry est la représentation
triviale T'rivg. Alors Vo = C et conséquemment V' = Hom(V;, C) = V;* est l'espace dual de V4. Dans ce
cas, Hom(Ry,Trivg) est la représentation contragrédiente associée & R; et nous noterons celle-ci par
Ry.

Dans ce dernier cas, il est facile de décrire la représentation matricielle de la représentation con-
tragrédiente. En prenant la base {u},u3,...,u%} de V;* duale de la base {uj,ug,...,u,} de Vi, alors la
représentation contragrédiente de R} : G — GL,(C) est obtenue par

(R)*: G — GLa(C), g (R)"(9) = (Ru(g™")"

ott (M)T est la matrice obtenue en transposant M.

Définition 1.12 Soient deux représentations linéaires Ry : G — GL(V;), Ry : G — GL(V;) de G. Nous
pouvons définir une représentation R de G sur le produit tensoriel V; ®c Va2 par la formule R(g)(v1 ® v2) =
R1(g)(v1) ® Ra(g)(v2). Pour vérifier que R est bien définie et est une représentation de G, il suffit d’utiliser
de la définition du produit tensoriel ainsi que ses propriétés. R est le produit tensoriel de R; et Rs et
nous noterons cette représentation par R; ®c Rg ou encore Ry ® Ry si aucune confusion est possible quant
au corps de base C.

Théoréme 1.13 Soient une représentation linéaire R : G — GL(V') du groupe fini G et un sous-espace
vectoriel U de V stable relativement a R. Alors il existe un sous-espace vectoriel U' de V' stable relativement
a R et complémentaire a U, i.e. V=U®U’.

Preuve: Soit un sous-espace W complémentaire de U dans V', i.e. V =U @ W. Nous ne supposons pas
que W est stable pour R. Soit la projection correspondante P : V — U, i.e. tout v de V peut s’écrire d’une
et d’une seule facon comme une somme v = u + w avec u € U et w € W, alors P(u+ w) = u. P est une
transformation linéaire. Considérons

/ 1 -1
P'= > R(g)PR(g ™).

geG

Alors I'image P'(V) de P’ est contenue dans U. En effet, PR(g~1)(v) € U, parce que P est la projection de
V sur U et, comme U est un sous-espace stable, nous obtenons que R(g)PR(g71)(v) € U et

ﬁ S R(g)PR(g~1)(v) € U.
geG

Conséquemment P’ est une transformation linéaire P’ : V — U. Il nous faut étudier P’

Montrons premiérement que P’'(u) = u pour tout u € U. Etant donné que U est stable, alors
R(g7Y)(u) € U pour tout g € G et tout u € U. Comme P est la projection sur U, nous obtenons que
PR(g7 ) (u) = R(g~1)(u). Mais de ceci, nous obtenons que

R(g)PR(g™")(u) = R(9)R(g~")(u) = R(gg~")(u) = R(e)(u) = u
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pour tout g € G et u € U. Finalement nous obtenons

R(9)PR(g™ ") )
w |G\Z \G|Z \G| -

geG

Une autre propriété de P’ est que P'R(g) = Ry (g)P’ pour tout g € G. En effet,

PR = 157 X R@PREOR()(@) = 15 3 R@PRG9)0) = 5 3 Rlay) PR ()

zeG zeG yEG
‘G|§;R PR(y~")(v) = R(9) |G\£R yPR(y™)(v)

= R(g)P'(v) = Ry(g9)P'(v) parce que P'(v) € U et U est stable.

Considérons le sous-espace vectoriel U’ = ker(P’) de V.. Montrons que U’ est un sous-espace satisfaisant
les propriétés recherchées dans le théoreme.

U’ est stable relativement & R, car si v € U’ = ker(P’), alors P'R(g)(v) = Ry(9)P'(v) = Ry(g)(0) =0
et R(g)(v) € U' = ker(P’) pour tout g € G.

V =U®U'. En effet, pour tout v € V, nous avons v = P'(v) + (v — P'(v)), ou P'(v) € U et
(v—P'(v)) e U" = ker(P’), car P'(v—P'(v)) = P'(v) — P'(P'(v)) = P'(v)— P'(v) =0, car P'(v) €U Ce
montre que V = U + U’. 1l nous faut aussi vérifier que UNU’' =0. Siu e UNU’, alors u = P'(u) =
théoreme est ainsi démontré.

Remarque 1.14 Dans le théoréme précédent, il peut exister plusieurs sous-espaces U’. Par exemple si
G = {e}, alors tous les sous-espaces vectoriels de V' sont stables relativement & toute représentation. Ainsi
tout sous-espace vectoriel complémentaire a U satisfait les propriétés du théoreme.

Théoreme 1 15 Toute représentation linéaire R : G — GL(V) du groupe G est équivalente & une
somme directe ®F_| R; de sous-représentations R; : G — GL(U;) irréductibles de G, ou i=1,2,...,k.

Preuve: Nous démontrons le théoréme par induction sur dim(V'). Si R est irréductible, alors nous avons
terminé. Sinon il existe un sous-espace vectoriel U distinct de 0 et V, stable relativement a R. Par le
théoreéme 1.13, il existe un sous-espace vectoriel U’ complémentaire & U et stable. Donc la représentation R
est équivalente & Ry @ Ryr. Par induction et parce que dim(U) < dim(V) et dim(U’) < dim(V'), alors Ry
et Ry sont équivalentes a des sommes directes de sous-représentations irréductibles. Nous obtenons ainsi le
théoreme.

Remarque 1.16 La décomposition dans la théoréeme précédent n’est pas unique. Il suffit encore une
fois de considérer le cas de G = {e}, alors tous les sous-espaces vectoriels de V' sont stables relativement &
toute représentation. Ainsi toute décomposition de V' en somme directe de droites L est une décomposition
comme celle du théoreme 1.15.

1.17 Nous allons maintenant reconsidérer les déterminants de groupe. Soient des nombres complexes
x4 € C, un pour chaque g € G. Alors la matrice correspondant a la transformation linéaire

T = Z ngreg(g)

geG

définie sur I'espace V = CI¢l de la représentation réguliere relativement & la base B = {v, | ¢’ € G} définie
a l'exemple 1.8 est [T]5 = (Tg(g)-1)g,97cc - En effet pour tout ¢’ € G, nous avons que

vgr) = ng Rreg(9)(vg) = ng Ugg' = ng(g’)‘lvg'

geG geG geG

Donc le déterminant de groupe © est égal & det(7"). Noter que nous trichons légérement en ayant spécialisé les
variables x4 & des nombres complexes. Mais par le théoreme 1.15, V' est une somme directe de sous-espaces
stables et irréductibles. Nous obtenons donc que © = det(T) est le produit du déterminant des restrictions
de T a ces sous-espaces irréductibles. Pour obtenir une factorisation de O, il est nécessaire de décomposer
R.cg en sous-représentations irréductibles. Nous étudierons cette question au prochain chapitre.
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CHAPITRE 2
LEMME DE SCHUR ET THEORIE DES CARACTERES

Dans ce second chapitre, nous allons associer une fonction complexe xr : G — C, son caractere, a
toute représentation R : G — GL(V). En utilisant ces fonctions, nous pourrons décrire plus tard comment
décomposer une représentation en représentations irréductibles. Le premier pas dans cette théorie est un
résultat dit & Schur. Schur (1875 - 1941) était un étudiant de Frobenius & Berlin et il a appris la théorie a
ces débuts. Le lemme de Schur, un résultat élémentaire, a été démontré en 1905 et a grandement simplifié
la théorie. Une fois ce lemme démontré, nous 'utiliserons pour étudier les caracteres des représentations.

2.1 Etant deux représentations Ry : G — GL(V4) et Ry : G — GL(V,) de G, alors Homg(Vy, V)
désignera ’ensemble de transformations linéaires T': V7 — V5 telles que Ra(g)T = TR1(g) pour tout g € G.
Il ne faut pas confondre Homg(Vi,V2) avec Hom(Vy, Va). Plus précisément, Homg(V1, Va) est un sous-
espace vectoriel de Hom(Vy, Vo). Il est facile de vérifier ceci. En effet, si aq,as € Cet T1,To € Homa(V1, Va),
alors

Ry(9)(a1Ty + a2Ts) = a1 R2(g)Th + a2R2(9)T> = a1Th Ri(g) + a2ToRi(g) = (a1 Ty + a2T2)R1(g)

pour tout g € G et ainsi a1T1 + axTe € Homg(V1, Va).

Un cas particulier de ce qui précede est obtenu lorsque Vi = V2 et Ry = Rao. Alors Homg(V1, V1)
n’est pas seulement un espace vectoriel, mais aussi une algebre lorsque nous considérons la composition de
transformations linéaires. En effet, si 71 : Vi — Vj et T : Vi — V; sont deux éléments de Homg(V1, V1),
alors

Ry (9)ThT> = T1 R1(9)T> = Th'T2R1(g) pour tout g € G

et de ceci, nous obtenons que T1T» € Homeg(V1, V). Ainsi Homg(Vi, V1) est une sous-algebre de I'algebre
Hom(V1,V7) des endomorphismes de V;. Homg(V1, V1) est ’algébre des endomorphismes d’entrelace -
ments de R;. Par exemple, les algebres de Hecke sont de telles algebres.

Lemme 2.2 (de Schur) Soient deux représentations Ry : G — GL(V1) et Re : G — GL(V2)
irréductibles de G.. Alors

0, si Ry et Ry ne sont pas équivalentes;
dimc (Homg(Vl,Vg)) = {

1, si Ry et Ry sont équivalentes.

Preuve: Soit un élément T : Vi — Vo de Homeg(V1, Va). Nous pouvons considérer le noyau ker(T') =
{v1 € V1 | T(v1) = 0} et U'image Im(T) = {T(v1) | v1 € V1} de T, qui sont respectivement des sous-espaces
vectoriels de V; et V5.

ker(T) est stable relativement & R;. En effet, si v; € ker(T), alors nous voulons montrer que Ry(g)v; €
ker(T). Nous obtenons ceci en notant que

T(R1(g)v1) = R2(9)T(v1) = R2(g)(0) =0  pour tout g € G et v; € V.

Im(T) est stable relativement & Ry. En effet, si T'(v1) € Im(T'), ou vy € V4, alors nous voulons montrer
que Ry(g)T(v1) € Im(T). Nous obtenons ceci en notant que

Ry(g9)T(v1) = T(R1(g)(v1)) € Im(T) pour tout g € G et v1 € V1.

Supposons maintenant que R; et R ne sont pas équivalentes et que la transformation linéaire T' n’est
pas nulle. Parce que R; est irréductible et que ker(T') est un sous-espace stable de V1, alors soit ker(T") = 0,
soit ker(T) = Vi. Comme T n’est pas nulle, alors nous devons exclure le cas ker(T) = V;. Ainsi ker(T) =0
et T est un monomorphisme. Parce que Ry est irréductible et que I'm(T') est un sous-espace stable de Vs,
alors soit Im(T) = 0, soit Im(T") = V5. Comme T n’est pas nulle, alors nous devons exclure le cas Im(T) = 0.
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Ainsi Im(T) = V5 et T est surjective. Finalement 7" est un isomorphisme et ceci contredit notre hypothese
que R et Ry ne sont pas équivalentes. Donc T' doit étre nulle et conséquemment dimc(Home(Vy, V2)) = 0.

Supposons maintenant que R; et Ro sont équivalentes et notons par S : V; — V5: un isomorphisme
d’espaces vectoriels tel que Rs(g)S = SR1(g) pour tout g € G. Nous pouvons premiérement remarquer que
les espaces vectoriels Homg(V1, V1) et Homg(V1, Va) sont isomorphes (comme espaces vectoriels). En effet

U : Homg(Vi, Vi) — Homg(V1,Va), T +— ST

est bien définie, car si T € Homg(V1, V1), alors ST € Homg(Vy,Va) parce que STRi(g) = SR1(g9)T =
R2(g)ST, étant donné que T € Home(V1, V1), ¥ est une transformation linéaire, car

V(a1 Th + aT) = S(arTy + asTz) = a1 STy + a2STo = a1 (Th) + ap (1)
pour tout aj,as € C et tout 11,7 € Homg(V1,V1). Si T € ker(¥), alors
Y(T)=ST=0 = T=S5S'ST=8'0=0

et ker(¥) = 0. De ceci, nous pouvons conclure que ¥ est injective. Finalement si T :Vi — Vs est un
élément de Homg(Vy,Vs), alors par un argument similaire & celui ci-dessus nous pouvons montrer que
ST € Homg(Vy, Vi) et W(S~'T) = SS~'T = T. Ce qui montre que ¥ est surjective. Conséquemment ¥
est un isomorphisme.

Par ce qui précede, nous pouvons ainsi nous restreindre au cas ou R; = Ry et montrer alors que
dimc Homeg(V1, Vi) = 1. Soient T' € Homeg(V1, Vi) et une valeur propre A de T'. Ainsi l'espace propre
Vi(A) = {vy € V1 | T(v1) = vy} pour cette valeur propre est non-nulle. V;(X) est stable relativement & Ry,
car sig € G, v € Vi(A\) et T € Homg(V1, V1), nous avons

T(Ri(g)v1) = Ri(g)T(v1) = Ri(g)(Av1) = AR (g)vs.

Comme R; est irréductible et que V7 (\) est un sous-espace stable de Vi, nous avons soit Vi(A) = 0, soit
V1(A) = V4. Comme V3(A) # 0, nous avons donc que V3(A) = Vi et T(v1) = Avy pour tout vy € Vi. Nous
avons ainsi montré que Homg(V1, V1) = {A Idy, | A € C}. Ici Idy, désigne I'identité de V4. Conséquemment
nous pouvons conclure que dime Homg(V1, V1) = dimeg Homg(V1, V) = 1.

Un des aspects importants de la théorie est celui des caractéres. C’est ce que nous allons maintenant
étudier apres quelques rappels d’algebre linéaire.

Rappel 2.3 Etant donné une matrice carrée A = (@ij)1<i,j<n, alors la trace de A est définie comme
la somme des entrées sur la diagonale principale de A, i.e.

n
TT(A) = Z (077
i=1
Une des propriétés de la trace est que Tr(AB) = Tr(BA) si A et B sont deux matrices carrées de méme

ordre. En effet,
T’I”(AB) = Z Zaijbji = Z Z bjiaij = T’I”(BA)

i=1 j=1 j=11i=1

SiT :V — V est une transformation linéaire et BB est une base de V', alors nous pouvons définir la trace
de T par Tr(T) = Tr([T)3). Noter que la trace de T est indépendante du choix de la base B. En effet, si

B’ est une autre base de V, alors [T]5, = P[T]EP~" ot P = [I]5 est la matrice de changement de bases et
nous obtenons que

Tr([T)5 ) = Tr(PITIEP™Y) = Tr([T1EP~'P) = Tr((T1F)
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Définition 2.4 Etant donné une représentation R : G — GL(V) de G, alors la fonction xz : G — C &
valeurs complexes définie sur le groupe G par xr(g) = Tr(R(g)) est le caractére de R. Nous écrirons aussi
xv s’il n’y a pas de confusion possible.

Proposition 2.5 Soient une représentation R : G — GL(V) de G de degré n = dimec(V) et son
caractére xg : G — C. Alors

(a) xr(e) =n, ot e est lidentité de G.

(b) xr(g™Y) = xc(g) pour tout g € G. Ici z désigne le conjugué du nombre complexe z.

(c) xr(zga™") = xr(g) pour tout x,9 € G.
Preuve: (a) Parce que R est un homomorphisme de groupes, alors R(e) est la transformation identité
de V. Ainsi pour toute base B de V, nous obtenons que la matrice [R(e)]5 est

100 --- 0
010 ---0
Id,x, =10 0 1 --- 0
0 0 O 1

d’ordre n x n. Donc xg(e) = Tr( [R(e)]g) =n.

(b) Parce que G est fini, alors la matrice R(g) est d’ordre fini, par exemple (R(g))!¢l = Id, «n, et toutes
ses valeurs propres sont des racines de 1'unité. En effet, les valeurs propres de R(G) sont des racines du
polynéme minimal de R(g) et ce dernier divise le polynéme (!¢l — 1), parce que (R(g))!¢! = Id, x»,. Soient
les n valeurs propres A1, Az, ..., A, de R(g). Alors les valeurs propres de R(g~') sont A7', Az', ... A L
Mais )\i_l = \;, parce que \; est une racine de I'unité pour tout ¢ = 1,2,...,n. Donc

Xr(g™") =Tr(R(g™)) = _N\'= Z i = (Z /\1') = x&(9)
pour tout g € G.

(c) Parce que R est un homomorphisme de groupe, nous avons

XR(gch_l ) = Tr(R(xgx_l)) = Tr(R(ac
= Tr(R(g)(R(x))"'R(z)) = Tr(R(g)) = xr(9)-

S~—
=
S
~—
3
8
L
SN—
Il
~
=3
—
=
—
8
S~—
=
—~
S
3
8
=
L
S~—

Exemple 2.6 Le caractére de la représentation triviale Ry, est Xr,.. (9) = 1 pour tout g € G. Nous
noterons aussi ce caractere xg,,,, par lg ou encore 1 s’il n’y a pas de confusion possible.

Le caractere de la représentation réguliere R,eq est

|G|, sig=e;
XRees (9) =
0, sinon.

Dans ce dernier cas, nous considérons la base B = {v, | € G} de l'espace de Ryes comme dans I’exemple
1.8. Dans la colonne de la matrice [Ryeq(g)]5 correspondant & z € G, il y a une seule entrée non-nulle, celle
a la ligne gz et celle-ci est 1. Pour que la seule entrée non-nulle de la colonne correspondant a « € G soit
sur la diagonale principale, il faut que gz = x. Mais ceci est possible seulement si g = e. Conséquemment si
g # e, alors xg,,,(9) = 0. Si g = e, alors xg,,,(9) = |G| & cause de la proposition précédente.

Exemple 2.7 Supposons que le groupe G agit sur I’ensemble fini X et considérons la représentation
par permutation Ry correspondante. Alors le caractére de Rx est

Xex(9)=/{x € X |g-z=2a} pourtoutged.
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En effet, si nous considérons la base B = {v, | # € X} de lespace de Rx comme dans ’exemple 1.9. Dans

la colonne de la matrice [Rx(g)]5 correspondant & z € X, il y a une seule entrée non-nulle, celle & la ligne

g - x et celle-ci est 1. Pour que la seule entrée non-nulle de la colonne correspondant & x € X soit sur la
diagonale principale, il faut que ¢ - © = z. Conséquemment xr,(9) = {x € X | g -z = z}|.

Proposition 2.8 Soient deux représentations Ry : G — GL(Vy) et Ry : G — GL(V3) de G. Alors

(a) Xri&Rs(9) = xR, (9) + XR, (9) pour tout g € G.

(b) Xtom(r:,72)(9) = Xr, (97 1) xR, (g9) pour tout g € G.

(¢) xr:(9) = xr,(g~") pour tout g € G.

(d) XRrioR,(9) = Xr, (9)XR,(9) pour tout g € G.
Preuve: Notons des bases de V; et V5 respectivement par By et par Bs.

a) B = By U By est une base de Vi @ Va. Alors pour tout ¢ € G, la matrice [(R, ® R2)(g)]3 de
B
(R1 ® R2)(g) est 5
[Rl(g)]zsi 0

0 [R2(9)]g§

(R & R2)(9)]3

et ainsi Xr,or,(9) = Xr, (9) + XR.(9)-
(b) 1l faut premierement noter qu’étant donné une matrice A d’ordre m x m et une matrice B d’ordre
n x n, alors la transformation linéaire

Tap: Matyxn(C) — Maty,x,(C) définie par M +— AMB

a comme trace Tr(Ta,g) = Tr(A)Tr(B). Nous laissons ceci au lecteur. Maintenant nous pouvons utiliser
ce résultat. Pour tout g € G, la transformation linéaire Hom (R, R2)(g) lorsque nous utilisons les bases B;
et By peut étre décrite par

Hom(Vi,Va) — Hom(V1,Va), T — Ra(g)TRi(g™") ou encore [T]5* — [Ra(g)]52 [T152[Ri(g~)]5.-

Donc sa trace est X mom(ri,k»)(9) = Xr, (971 )XR.(9) par notre premicére observation

(c) est un cas particulier de (b) avec Ry = Ryiy et le fait que xg,,,, (9) = 1 pour tout g € G.

(d) B={v1 ®uvy | v1 € By,v2 € By} est une base de V; ® V5. Parce que ((R1 ® Ra)(g))(v1 ® v2) =
Ri(g)(v1) ® Ra(g)(v2) et en utilisant la bilinéarité de ®, nous obtenons le résultat.

Notation 2.9 Soient deux fonctions ¥ : G — C et ¥’ : G — C sur G a valeurs complexes, nous
définissons

x:X)e = ﬁ > xlox'(9) et (ox)e= é > x(@x (g7

geG geqG
Il ne faut pas confondre ( , )g et ( , )g. Nous noterons I'espace vectoriel de fonctions y : G — C sur G
a valeurs complexes par F(G).

Il est facile de vérifier que
(» Je:F(G)x F(G) — C  définie par (x,x") — (x, X))

est une forme hermitienne positive définie, i.e. que toutes les propriétés suivantes sont vérifiées:
(a) (x:X)e = (X', x)G pour tout x, X" € F(G);
(b) (. X" +x")e = (x; X )e + (x, X") pour tout x, X', x" € F(G);
(c) (ax;X)e = alx, X )e et (x;ax')e =a(x,x')g pour tout x, x" € F(G) et a € C;
(d) (x,x)a = 0 pour tout x € F(G), et (x,x)c = 0 si et seulement si x = 0.

Il est aussi facile de vérifier que
( , )a:F(G)x F(G) — C  définie par (x,x') — (x,X)c
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est une forme bilinéaire symétrique (i.e. {x,x)a = (X', X)¢ pour tout x, x’ € F(G)).

Notons pour clore ce paragraphe que si x : G — C et X’ : G — C sont respectivement les caracteres
des représentations de R : G — GL(V) et de R’ : G — GL(V"), alors (x,x")a = {x,X' )¢ & cause de la
proposition 2.5 (b).

Lemme 2.10 Soient une représentation R : G — GL(V) de G et le sous-espace vectoriel VG = {v €
V | R(g)v = v pour tout g € G} des vecteurs invariants de V par rapport ¢ R. Alors VC est stable par
rapport a R et sa dimension est

dimg(VY) = |G| > xrl9) = (xr, Do = (xr, 1)a = xve(e).
geG

Preuve: Nous noterons la dimension de V par n et celle de V& par m. Il est évident que V¢ est stable
relativement a R. Considérons l'opérateur linéaire

T:V —V défini par v+ T(v \G|ZR
geG

Montrons premiérement que son image Im(T) C V. En effet pour tout ¢’ € G et v € V

BT = 7 32 REORO)) = g ERED0) = 157 3 RO = T0),

geG geG geG

Sive VY alors T(v) = v, car
1 | Ie
10 = 5 R = S0 S
PR PO

De ceci, nous pouvons affirmer que Im(T) = V©.

Soit un sous-espace vectoriel U de V stable relativement & R et complémentaire 4 VC, ie. V=V U.
Un tel sous-espace existe par le théoreme 1.13. Soient une base B’ de V& et une base B” de U, alors
B =B UB” est un base de V. Par ce qui précede, nous obtenons que la matrice [T]g de T par rapport a la

base B est de la forme
ﬂqg — ( Lﬂan B )
O(n—m)xm O(n—m)x(n—m)

oll Ly xm est la matrice identité d’ordre m X m, O@n—_m)xm €t O(—m)x(n—m) sont des matrices nulles et B
est une matrice d’ordre m x (n —m). Alors

Tr(T) = m = dimc(VE) = @l ZTT‘ ‘G| ZXR = xyeal(e).

geG geqG
Pour ce qui est de la derniere équation, nous l'obtenons en notant que xyc(e) est le degré de la sous-
représentation Ryc de R, qui est m = dimg (V).

Théoréme 2.11 Soient deux représentations R: G — GL(V) et R' : G — GL(V') de G de caractéres
Xr et xr respectivement. Alors

dimg (Homa(V, V")) = (Xr, Xr)c = (XR: XR' )G

De plus si V' se décompose en somme directe EB " 1U; de sous-espaces vectoriels stables relativement a R et
irréductibles (i.e. la sous-représentation de Ry, correspond(mt a U; est irréductible) et si R’ est irréductible,
alors

dimg (Home(V,V')) = {1 <i < k| Ry, est équivalente a R'}|
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Preuve: Considérons I'espace Hom(V, V') de la représentation Hom(R, R'). Alors (Hom(V, V’))G
le sous-espace Homg(V, V') de Hom(V, V'), car

€ (Hom(V, V’))G & R(9)TR(g™') =T pour tout g € G < R'(9)T = TR(g) pour tout g € G
& T e Homg(V,V').

En utilisant la proposition 2.8 (b), et le lemme 2.10, nous obtenons que

dimg (Homa(V, V') |G| Z xr(g~ " )xr(9) |G| Z xr(@)xr (97") = (xr, Xr)a = (Xr: XR')G
geG geG

Montrons maintenant que si V' se décompose en somme directe Uy & Us de sous-espaces stables relative-
ment & R, alors Homg(V, V') est isomorphe & la somme directe Homg (U1, V') ® Homg (U2, V'). En effet,
siTy: Uy = V' € Homg(Up,V') et To : Uy — V' € Homeg(Us, V'), alors

‘I/(Tl,Tg) =T:V=U®U; — V' défini par T(ul D UQ) = Tl(ul) + TQ(UQ).

est un élément de Homg (U1 @ Us, V'). 1l est facile de vérifier que T est une transformation linéaire. Il suffit
donc de montrer que R'(g)T = TR(g) pour tout g € G. Nous obtenons ceci en notant que

R'(9)T(u1 ® uz) = R'(9)(T1(u1) + Ta(uz)) = R'(9)Ti(u1) + R'(9)Ta(uz) = Ty R(g)(u1) + T2 R(g)(uz)
=TR(g)(u1 © us)

pour tout uy; € Uy, us € Uz et g € G.

(Th@Ts) — ¥(Ty,T3) = T définit une transformation linéaire ¥ de Homg (U1, V') ® Homg(Us, V') vers
Homg(Uy @ Us, V'). Ceci est facile a vérifier. Nous démontrerons seulement que ¥ est un isomorphisme.

SiTh @ T € ker(V) et T = U(T1,Ts), alors T(uy @ uz) = Th1(u1) + Ta(ue) = 0 pour tout u; € Uy et
ug € Us. En prenant ug = 0, alors To(uz) = T2(0) = 0 et T(uy @ uz) = T1(uy) = 0 pour tout uy € Uy,
i.e. Ty = 0. De méme en prenant u; = 0, alors Ty (uy) = T1(0) = 0 et T'(uy @ uz) = T2(uz) = 0 pour tout
ug € Us, i.e. Ty = 0. Donc ker(¥) = 0@ 0 et la transformation linéaire ¥ est injective.

Soit T : Uy @ Uy — V', un élément de Homeg(U; @ Uy, V’). Prenons Ty : Uy — V' défini par Ty (u;) =
T(u; & 0) pour tout uy € Uy et Ty : Uy — V' défini par To(uz) = T(0 @ ug) pour tout ug € Us. Alors
Ty € Homg (U, V'), Ty € Homg(Usa, V') et U(T1,Ty) = T. En effet,

T1R(g)(u1) = T(R(g)(ur) ® 0) = TR(g)(u1 ® 0) = R(¢)T (w1 ©0) = R(g) T (ua)

pour tout g € G et tout u; € Uy montre que Ty € Homg(Uy,V'). De fagon similaire, nous obtenons que
T € Homg (U, V'). Finalement

T(ul D UQ) = T((Ul D 0) + (O D UQ)) = T(u1 D 0) —+ T(O D ’LLQ) = Tl(ul) —+ TQ(UQ)

pour tout uy; € Uy et ug € Us montre que T' = (717, Ts) et la transformation linéaire ¥ est surjective.

Maintenant terminons la preuve du théoreme. Si V' se décompose en somme directe @leUi de sous-
espaces vectoriels stables relativement & R et irréductibles et si R’ est irréductible, alors avec ce qui précede

Homg ( @®4_, U;, V') est isomorphe a @}_; Homg (U;, V')
Par le lemme de Schur,
1, si Ry, et R’ sont équivalentes;
dimc (Homg(Ui, V/)) =

0, si Ry, et R’ ne sont pas équivalentes.

12



et
k

dimg (Homg (V, V")) = dimg (Homa(®5_,U;, V') =Y _ dimc (Homa(U;, V')
i=1
= |{1 <i < k| Ry, est équivalente & R'}|.
Le théoreme est démontré.
Théoréme 2.12 Soient deuz représentations R: G — GL(V) et R' : G — GL(V') de G de caractéres
XRr et xr' respectivement. Alors R et R’ sont équivalentes si et seulement si Xr = Xr'-

Preuve. Si R et R’ sont équivalentes, alors il existe un isomorphisme 7' : V — V' tel que TR(g)T~* =
R'(g) pour tout g € G. Alors

xr(9) =Tr(R'(9)) = Tr(TR(g)T~") = Tr(R(9)T'T) = Tr(R(9)) = xr(9)

pour tout g € G.

Nous allons maintenant démontrer la réciproque. Par le théoréme 1.15, R est équivalent a une somme
directe ®¥_| R; de sous-représentations R; : G — GL(U;) irréductibles de G, ot i = 1,2,...,k et R’ est
équivalent & une somme directe ®¥ | R} de sous-représentations R, : G — GL(U!) irréductibles de G, oi
1=1,2,...,k. Si R": G — GL(V") est une représentation irréductible de G de caractére xr» : G — C,
alors

{1 <i < k| R; est équivalente R"}| = (xr,Xxr")c = (Xr', Xr")c = |{1 <i <K' | R} est équivalente R"}|.

Ainsi R et R’ se décomposent de la méme fagon en sous-représentations irréductibles et sont ainsi équivalentes.
Le théoreme est démontré.
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CHAPITRE 3
TABLE DE CARACTERES

Dans ce troisieme chapitre, nous allons maintenant associer au groupe fini G une matrice carrée, sa table
de caracteres. Celle-ci nous permettra de mieux étudier les représentations de G et leurs décompositions en
représentations irréductibles. Nous allons aussi déterminer le nombre de représentations irréductibles de G
a équivalence pres.

Définition 3.1 Le caractére yg de la représentation R : G — GL(V) est dit irréductible si la
représentation R est irréductible. Nous noterons I’ensemble des caracteres irréductibles de G par GV.

Proposition 3.2 Soit le caractere x : G — C de la représentation R : G — GL(V) de G. Alors x est
irréductible si et seulement si (x, x)a = 1.

Preuve: Si x est irréductible, alors R est irréductible. Par le théoreme 2.11 et le lemme de Schur, nous
obtenons que (x, x)¢ = dimec Homg(V,V) = 1.

Si (x,x)e = 1, nous voulons montrer que x est irréductible. Supposons le contraire, alors V' est la
somme directe U @ U’ de deux sous-espaces U, U’ stables de V tels que U et U’ sont différents de 0 et V.
Ainsi R = Ry ® Ry et X = XRry@R,, = XRy T XR,,, - Alors

(Xa X)G = (XRU + XRyrs XRy + XRU/)G = (XRU7XRU)G + (XRU/7XRU/)G + (XRuaXRU/)G + (XRUMXRU)G'

Mais par le théoreme 2.11, nous avons
(XRys XRry)a = dime Homg(U,U) > 1 et (XRy, s XR, )a = dimg Homg(U',U") > 1.

Noter que ci-dessus dimc Homg(U,U) > 1 parce que ¢ Idy € Homg(U,U) pour tout ¢ € C. De la méme
fagon, nous avons aussi que dimgc Homg(U',U’) > 1. Par le théoréme 2.11,

(XRu»> XRy:)e = dime Homg(U,U') >0 et (Xr, s Xry)c = dime Homeg(U',U) > 0.

Si nous considérons toutes ces inégalités, nous obtenons (x, x)c > 2. Mais ceci contredit notre hypothese.
Donc x est irréductible.

Remarque 3.3 Par le lemme de Schur et les théoremes 2.11 et 2.12, nous obtenons que si x,x’ sont
deux caracteres irréductibles, alors

1, six=x";
. x)e =
0, six#x.
Ceci est ’orthogonalité des caracteres irréductibles.
Nous obtenons alors que les caracteres irréductibles de G sont linéairement indépendants dans ’espace
vectoriel F(G). En effet, supposons le contraire, alors il existe des nombres complexes a1, asg,...,a, non

tous nuls et des caracteres irréductibles distincts x1, X2, - - -, X tels que E?Zl a;j x; = 0. Mais nous obtenons
une contradiction en notant

h h
0= (Zanj’ Xi)G = Zaj (Xj> Xi)a = a; pour tout i =1,2,..., h.
j=1 j=1

Donc |GY| < dimc F(G) = |G| et conséquemment le nombre de caractéres irréductibles de G est fini.

Proposition 3.4 Soit le caractére xr : G — C de la représentation R : G — GL(V). Alors

xe= Y (xmx)ax-

xXeGY

15



Cette somme est finie a cause de la remarque 3.3. De plus, si nous décomposons R comme une somme
directe ®F_| R; de représentations irréductibles de G, alors (xr,X)c est le nombre de représentations R;
équivalentes a une représentation irréductible de G de caractere x.

Preuve: Par le théoréme 1.15, R est équivalent & une somme directe ®X_; R; de sous-représentations
R; : G — GL(U;) de G. Par le théoréme 2.12, nous obtenons

k

XR‘:,X@ﬁdRiZZZE:XRr
=1

et chacun des caracteres xp, est irréductible. Nous avons ainsi montré que xpr peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de caracteres irréductibles, i.e.

XR = 2: Ay X-

xXeGY

Nous pouvons facilement calculer les coefficients a, pour x € GV en utilisant l'orthogonalité. En effet, si

X' € GV, alors
(xrs X)e = ( Z ax X X') g = Z ax (X, X)a = ay
XEGY XEGY

par l'orthogonalité des caracteres irréductibles.
La derniere partie de la proposition est une conséquence du théoreme 2.11.

Corollaire 3.5 Soit le caractére xyeg : G — C de la représentation réguliére Ryeg. Alors
(a) (Xregs X)a = X(e) pour tout caractére x de G. Ici e est Uidentité de G.

(b) Xres = 2 reqv X(€) X-

(¢) 2 ee (x(€)? = [G.

(d) > cqv x(e)x(g) = 0 pour tout g € G et g # e.

Preuve: (a) Rappelons que Xyeg est défini par

|C”7 Sig::&
Xreg(9) =
0, sinon.
Donc
1 — _ |Gl—=
(Xreg: X)& = 157 D Xres(9)X(9) = 157x(€) = x(€)
o] 2 c
car x(e) € N.

(b) est une conséquence de (a) et de la proposition 3.4.

(c) et (d) Sinous évaluons I'expression obtenue en (b) & Pélement g = e, alors nous obtenons

Gl = xeeg(e) = ) (x(e))*.

XEGY

Tandis que si nous évaluons celle-ci a I’élément g # e, alors nous obtenons

0=xree(9) = D> x(e)x(9)-

XEGY

Nous allons maintenant déterminer quelles sont toutes les fonctions sur G qui peuvent s’exprimer com-
ment des combinaisons linéaires de caracteres irréductibles
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Définition 3.6 Une fonction y : G — C sur G a valeurs complexes est dite étre une fonction de
classe si et seulement si y(x gz~!) = x(g) pour tout z,g € G. Le sous-ensemble des fonctions de classe sur
G sera noté C(G). 11 est facile de vérifier que C(G) est un sous-espace vectoriel de F(G).

Définition 3.7 Le sous-ensemble {z g2~ | * € G} de G est appelé la classe de conjugaison de g
et sera noté par la suite par clg(g) ou encore cl(g) s’il n’y a aucune confusion quant au groupe G. Nous
noterons ’ensemble {clz(g) | g € G} des classes de conjugaison de G par CI(G). Il est bien connu que G
est la réunion disjointe de ses classes de conjugaison. Celles-ci sont des classes d’équivalence pour la relation
d’équivalence g ~ ¢’ si et seulement si g et ¢’ sont dans la méme classe de conjugaison, i.e. qu’il existe un
reGtelqueg =xgar !

Ainsi une fonction x : G — C de G est une fonction de classe si et seulement si x est constante sur les
classes de conjugaison de G.

Proposition 3.8 Pour toute classe de conjugaison ¢ de G, nous noterons la fonction caractéristique de
c par 1., i.e.
1, sigec;
le(g) = {

0, sinon.

Alors

(a) 1. € C(G) pour tout c € Cl(G), i.e 1. est une fonction de classe.

(b) {1, | c € Cl(G)} est une base de C(G) et dimc(C(G)) = |CU(G)].

(c) x € C(GQ) pour tout caractére x de G. En particulier, x € C(G) pour tout x € GV.

(d) GV est une base orthogonale de C(G) relativement 4 ( , )g et |GY] = |CUQ)|.

Preuve: (a) Il est clair que 1. est une fonction constante sur les classes de conjugaison, i.e. 1. est une
fonction de classe et ainsi 1. € C(G).

(b) Si x € C(G), alors x(g) = x(¢’) lorsque g et ¢’ sont dans la méme classe de conjugaison ¢ € Cl(G).
Dans ce dernier cas, nous noterons par x(c): cette valeur prise par y & un élément quelconque de c. Avec
cette notation, nous pouvons noter que si x € C(G), alors

X = Z x(e) Le.

ceCI(G)

En effet, il suffit d’évaluer les deux expressions de cette égalité a un élément g € G. Nous savons que g
appartient & une seule classe de conjugaison cl(g). Donc le coté gauche de I'égalité est x(g) = x(cl(g)), alors
que le coté droit est

> x(0) Le(9) = X(cl(9) gy (9) = x(cl(9))-

ceCl(G@)

Nous avons ainsi montré que toute fonction de classe peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des
fonctions caractéristiques 1.

Pour compléter la preuve de (b), il suffit de montrer que les fonctions 1. pour ¢ € CI(G) sont linéairement
indépendantes. Supposons que ZCECZ(G) a. 1. =0, alors en évaluant & g, nous obtenons

0= Z ac1c(9) = aey)-

ceCI(G)

Donc a. = 0 pour tout ¢ € CI(G) et les fonctions 1. pour ¢ € CI(G) sont linéairement indépendantes.
(c) est une conséquence de la proposition 2.5 (c).

(d) Nous avons vu a la remarque 3.3 que les caractéres irréductibles de G sont linéairement indépendants
et orthonormaux par rapport & ( , )g. Comme ( , )g est positive définie, alors il suffit de vérifier que
la seule fonction x : G — C orthogonale a tous les caracteres irréductibles est la fonction nulle 0. En effet,
si T désigne le sous-espace de C(G) engendré par GV, alors le sous-espace Z+ des vecteurs orthogonaux a T
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est de dimension dimg(Z+) = dimc(C(G)) — dime(Z). Si I+ = 0, alors dimg(Z) = dimc(C(G)) et C(G) est
engendré par GV.

Etant donné une fonction y : G — C appartenant & C(G) telle que (x,x)¢ = 0 pour tout ' € GV,
montrons que x = 0. A une représentation R: G — GL(V) de G, définissons la transformation linéaire

Tr:V — V  définie par v Z x(g) R(g)(v).
geG

Nous avons que TrR(z) = R(z)Tg pour tout « € G. En effet,

TrR(z) =Y x(9) (@) =Y x(9) R(gx) = Y x(xg'z ") R(zg') = Y x(¢) R)R(g') = R(z)Tr

geG geG g'eG g'eG

parce que x est une fonction de classe.

Montrons que nous avons aussi que Tg(v) = 0 pour tout v € V. Considérons premiérement le cas ot R
est irréductible. Par la preuve du lemme de Schur, nous avons que Tr(v) = Av pour tout v € V. La trace
de Tg est

Tr(Tr) = > _ x(9) Tr(R(9)) = Y _ x(9) xr(9) Gl Z = |Gl(xr, X)c

geG geG geG
= Adimc(V) = A xr(e).

Comme (xr,x)c = 0 et xr(e) # 0, alors Axr(e) = 0 et A = 0. Conséquemment si R est irréductible,
alors Tr(v) = 0 pour tout v € V. Maintenant si R est une représentation de G, alors nous pouvons écrire
R comme une somme directe ©F_; R; de représentations irréductibles R; pour i = 1,2,....k, il est facile
de vérifier que Tx se décompose sous la forme ©F_ Tx,, mais chacune des tranbformatlons linéaires T, est
nulle. Ainsi Tg est nulle.

Maintenant pour compléter la preuve que x = 0, alors prenons pour R la représentation réguliere R, qg.
L’espace V de la représentation R,cg a une base {v, | € G} indexée par les éléments = de G et ainsi par
ce qui précede

0=Tr(ve) = ) x(9) R(9)(ve) = D x(9) vg.

gelG gelG

Donc x(g) = 0 pour tout g € G.
Il est maintenant clair en utilisant (b) que |GY| = |CI(G)]|. Ceci compléte la preuve de (d).

Nous avons noté a la remarque 1.16 que la décomposition en représentations irréductibles n’est pas
unique. Il est cependant possible de déterminer une décomposition unique d’une représentation en sous-
représentations du méme type (i.e décomposition isotypique). Nous serons plus précis ci-dessous.

Remarque 3.9 Soient les caractéres irréductibles distincts x; : G — C de G, ou j = 1,2,...,h, et
une représentation R : G — GL(V) de G. Nous avons vu que V est une somme directe ®¥_,U; de sous-
espaces U; stables par rapport & R et irréductibles, et que R se décompose en une somme directe ®F_; R; de
représentations irréductibles R; : G — GL(U;), i =1,2,...,k. Pour j = 1,2,..., h, notons par V;: la somme
directe des U; dont le caractere est x;, i.e. les U; qui sont équivalents a une représentation irréductible
donnée de caractere x;. Nous avons donc que V est la somme directe @?:IVJ- des sous-espaces stables V},
ounj=12,...,h

Cette derniere décomposition sera la décomposition isotypique de R. Celle-ci est unique. C’est ce
que nous montrerons.

Proposition 3.10 (Avec les notations de la remarque 3.9) Pour j = 1,2,... h, la transformation

linéaire (©
P = X202 5N (9) Rlg)
Gl =,
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est indépendante de la décomposition de V' en irréductibles et est la projection de V' sur V;. Conséquemment
la décomposition isotypique @?:1‘@» de V' est unique.

Preuve: 11 est clair que P; est indépendant de la décomposition de V' en irréductibles. Nous pouvons
procéder comme dans la preuve de la proposition 3.8 (d) et obtenir que P;R(z) = R(x)P; pour tout = € G,
i.e. au lieu de Tk nous avons P;, mais I'argument est le méme et repose sur le fait que x; € C(G).

Si U est un sous-espace stable de V et irréductible de caractere ¥’ et que nous considérons la restriction
Pj|y de P; a U, alors

ZXJ g)=Mdy, ouleC

Filo = \GI =

par le lemme de Schur. Si nous calculons maintenant la trace de Pj|y, nous obtenons

ZXJ

geG geG

Tr(Pjlu) = = Adimc(U) = A/ (e).

IGI

Ainsi Ax/(e) = x;(e) (X, xj)a et

Pj(u) = =2=(x/, xj)gu  pour tout u € U.

Six’ # x;, alors par 'orthogonalité des caracteres irréductibles, nous obtenons que (x’, x;)¢ = 0et Pj(u) =0
pour tout u € U. Par contre si x' = x;, alors

’(e)(X/’ Xj)a = (xj» Xj)a =1 et Pjlu)=u pour tout u € U.

Si nous considérons une décomposition isotypique @?:1‘/} de V, alors Pj(v1 ®v2 & - - - @ vp) = v; pour
tout j = 1,2,...,h par ce qui précede. Pj est bien la projection de V sur V;. Comme les P; sont indépendants
de la décomposition en irréductibles et que les P; sont les projections sur les sous-espaces Vj, nous obtenons
I'unicité de la décomposition isotypique.

Proposition 3.11 Soient deux éléments g,g9 de G. Alors

|G|/|cl(g)|, sig etg sont conjugués, i.e. cl(g) = cl(q');

> x@)x(e) =

XEGY 0, sinon.

Preuve: Considérons la fonction caractéristique 1., correspondant a la classe de conjugaison de g'.
Parce que G est une base orthogonale de C(G) et que 144y € C(G) par la proposition 3.8, nous obtenons

1cl(g’) = Z (1cl(g’)a X)G X-
XEGY

Mais parce que x est une fonction de classe, alors

(L e |G| > Laggn ()x(@) = |é‘ > x@) = |d|(é}|)|x(g’).

zeG

Conséquemment

d(g)) —
Lagy = 3 | g)x(g’)x

xeGY
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Nous pouvons maintenant évaluer les deux cotés de cette équation & I’élément g € G. Si g et ¢’ sont
conjugués, alors cl(g) = cl(g’) et

Lugh(g) =1= |CZ(C?|/)|><(9')X(9) = Y x9)x() = 6]

xeGVY |d(g)|

Par contre si g et ¢’ ne sont pas conjugués, alors

Lagy(e) =0= 3 'd'gf'mox@) 5= S @) X@) =0.

x€EGY XEGY

Définition 3.12 La table des caracteres de G est la matrice carrée dont les lignes sont indexés par
les éléments de GV et les colonnes par les éléments de C1(G). Pour le caractere irréductible x € GV et la
classe de conjugaison ¢ € CI(G), alors l'entrée a ligne x et colonne c¢ est la valeur x(c) prise par le caractere
x sur la classe c.

Remarque 3.13 Nous pouvons traduire 'orthogonalité des caracteres irréductibles et la proposition
3.11 en des propriétés pour les lignes et colonnes de la table de caracteéres. Ainsi la proposition 3.11 signifie
que deux colonnes distinctes de la table des caracteres de G sont des vecteurs orthogonaux (pour le produit
hermitien standard) et que la colonne correspondant a la classe de conjugaison cl(g) est un vecteur de norme

\/IG|/|cl(g)| (pour ce méme produit hermitien) .

L’orthogonalité des caracteres irréductibles signifie que si nous considérons deux lignes distinctes de la
table des caracteres, alors celles-ci sont des vecteurs qui sont orthogonaux pour un produit hermitien pondéré
en utilisant le poids |cl(g)| pour la composante correspondant a la classe cl(g), i.e.

D ledx(@xX (=0 six#x.

ceCI(G)

Alors que la ligne correspondant au caractere irréductible y est de norme +/|G| pour le méme produit

hermitien, i.e.
> lelx(e)x(o) = |G|
ceCl(G)

Au prochain chapitre, nous allons présenter des exemples de tables de caractéres pour quelques groupes
finis. Nous traiterons plus tard dans ces notes du cas du groupe symétrique.
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CHAPITRE 4
EXEMPLES

Dans ce quatrieme chapitre, nous allons présenter quelques exemples de tables de caracteres.

Proposition 4.1 Soit un groupe abélien fini G. Alors toutes les représentations irréductibles de G sont
de degré 1 et |GV| = |G|.

Preuve: Parce que G est abélien, alors la classe de conjugaison cl(g) de g est égale & {g}. Conséquemment
|G| = |CI(G)| = |GY|. Par le corollaire 3.5 (c), le fait que x(e) € N et x(e) > 1 pour tout x € GV, nous
obtenons

GV < > (x()*=1G| =G| = x(e)=1 pour tout x € G".

xXEGY

De ceci, nous obtenons que toutes les représentations irréductibles de G sont de degré 1. La proposition est
vérifiée.

4.2 Table de caractéres de Z/nZ. Parce que Z/nZ est abélien, alors toutes ses représentations
irréductibles sont de degré 1. Etant donné une représentation irréductible R, notons le nombre complexe
R(1 +nZ) par a. Alors R(k +nZ) = oF pour tout k € Z. Comme a” = R(n + nZ) = R(nZ) = 1, alors a
est une racine nieme de 'unité. Ceci nous donne une condition nécessaire pour les valeurs prises par R et
son caractere.

Fixons une racine primitive niéme de 'unité ¢, par exemple ( = exp(27i/n). Pour h =0,1,2,...,(n—1),
posons

Ry, : Z/nZ — C* défini par Ry,(k 4 nZ) = ¢,

11 est facile de vérifier que, pour chaque h =0,1,2,...,(n — 1), Ry est un homomorphisme de groupes bien
défini , i.e. Ry est une représentation. Nous obtenons ainsi n représentations irréductibles distintes. En
effet, il est clair qu’elles sont irréductibles, parce que de degré 1. Elles sont distinctes, parce que si nous
supposons le contraire, alors il existe 0 < h < h/ < n tels que Rj, = Ry,,. Mais alors de ¢* = Ry(1+nZ) =
Ry (1+nZ) = ¢"", nous obtenons que ("'~ =1 avec 0 < (k' — h) < n et ceci contredit notre hypothese que
¢ est une racine primitive nieme de l'unité. Nous obtenons ainsi tous les caracteres irréductibles de Z/nZ.

Exemple 4.3 Pour illustrer la table de caractéres obtenue en 4.2 dans le cas ou G = Z/5Z, fixons
¢ = exp(2mi/5). Alors la table de caractéres de Z/5Z est

Z/52 | 0 | 1 > | 3] 4
w |1 1 1] 1
X1 1 ¢ | ¢ ¢? ¢t
x2 | 1| G| ¢! ¢ | ¢
xs | 1] ¢ ¢ | ¢t ¢
xa | 1| ¢t ¢ ¢ ¢

Lemme 4.4 (a) Soient R’ : H — GL(U'), une représentation de H de caractére x' : H — C et
R": K — GL(U"), une représentation de K de caractére x" : K — C. Alors

R:Hx K — GLU ®U") définie par R(h,k)(v' @u") = R'(h)(v') ® R"(k)(u")

pour tout h € H, k € K, v € U et u” € U", est une représentation du produit direct H x K de H et K
dont le caractére x est donné par x(h, k) = x'(h)x" (k) pour tout (h,k) € H x K. De plus, si R’ et R" sont
irréductibles, alors R est irréductible.

(b) Soit un caractére x : H x K — C irréductible du produit direct H x K de H et K. Alors il

existe un caractere X' : H — C irréductible de H et un caractére X" : K — C irréductible de K tels que
x(h, k) = x'(h)x" (k) pour tout h € H etk € K.
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Preuve: (a) Nous n’allons qu’esquisser la preuve. Nous pouvons définir R(h, k) en notant que
U'xU" - U ®@U"” défini par (v ,u”) — R'(h)(u") @ R"(k)(u")

est bilinéaire. De plus R(h, k) € GL(U'®U") parce que son inverse est obtenu en considérant R(h~1,k=1). Tl
est aussi facile de vérifier que R est un homomorphisme de groupes et son caractere est x(h, k) = x'(h)x" (k)
en utilisant la bilinéarité de ®.

Si R’ et R” sont irréductibles, alors x’ et x” sont des caracteres irréductibles. Pour vérifier que R est
irréductible, nous pouvons utiliser la proposition 3.2. En effet,

(i = g S YRR = T 30 X (TR
(h,k)EH XK (h,k)EH XK
- (;H > x’(h)x’(h)> <|}<| > x”(k)x”(k)> = (X O e =1
heH keK

et conséquemment y est irréductible.

(b) Montrons premierement que si x7, x5 € H" et si x{, x5 € KV sont tels que x1 (h)x} (k) = x5(h) x5 (k)
pour tout h € H et k € K, alors x; = x4 sur H et x{ = x4 sur K. En effet, si nous définissons
x1(h, k) = X1 (W)X (k) et x2(h, k) = x5(h)x5 (k) pour tout (h, k) € H x K, alors par (a) et par hypothese,
X1 = X2 est un caractere irréductible de H x K et nous obtenons

1 -
1=(x1,x1)axK = (X1, X2)HxK = m Z Xll(h)Xlll(kf)XIQ(h)Xg(k)
(h,k)EHXK
1 —\/1 —
= <|H| > Xll(h>X/2(h)> (K| > x'{(k’)x’z’(k>> = (X1, X2)m (X7, X2) k-
heH keK

Comme Y} et x4 sont des caractéres irréductibles de H, alors par Porthogonalité

o L six] = Xa;
(X1s X2)u = o )
0) SL X1 7é X2-
De méme comme X} et x4 sont des caractéres irréductibles de K, alors par Porthogonalité
o 1, sixy = x5
(X1s X2)K =
0, sixi#xs-
De ce qui précede, pour que (X1, x5)m (X7, x5)x = 1, alors nous devons avoir (x}, x5)m =1, (X1, x5k = 1,
X1 = X5 et X{ = X3
Si nous considérons tous les caracteres irréductibles y de H x K de la forme x(h, k) = x'(h) x” (k) pour
tout (h, k) € H x K, alors nous avons ainsi |H"| X | K| caracteres irréductibles distincts. Nous noterons ces
caracteéres x par X' x ¥ et 'ensemble de ces caractéres par HY x KV. Nous avons ainsi

HIK = Y W)’ ]| Y (ex) = Y (¢ xxemex))’

XleHv X/IEK\/ X/XX//GH\/XK\/

< S (Xemex))? = H||K.
xE(HXK)V

De ceci, nous pouvons conclure que tout caractere irréductible x de H x K peut s’écrire d’'une et d’une seule
facon sous la forme x’ x x” avec X' € HY et ¥ € KV.
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4.5 Table de caractéres de groupe abélien fini. Nous pouvons maintenant utiliser le lemme
précédent et la table de caracteres des groupes abéliens cycliques en 4.2 pour déterminer la table de caractéres
de tout groupe abélien fini. En effet, tout groupe abélien fini est un produit direct de groupes abéliens de la
forme Z/nZ. Nous allons maintenant illustrer ceci dans un exemple.

Exemple 4.6 Considérons le groupe abélien Z/3Z x Z/2Z. Les tables de caracteres de Z/3Z et de
Z/2Z sont respectivement

z/3z | o] 1] 2
b 1] 1] 1 z/22 | 0 [ 1
X1 1 e a? X0 1 1
X5 1 a? « X7 1 -1
ott @ = exp(2mi/3) = (=1 + v/3i)/2. Nous avons énuméré les classes de conjugaison en donnant un

représentant pour chacune d’elles. Alors la table des caracteéres de Z/3Z x Z/27Z est

Z/3Z x Z/2Z (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1) (2,0) (2, 1)
Xh X X! 1 1 1 1 1 1
Xo X X1 1 -1 -1 1 1
X1 X X0 1 1 a a o? a?
xh < xy 1 -1 o — a? —a?
X5 X X4 1 1 a? a? o o
X5 X X§ 1 -1 a? —a? a -

Nous allons maintenant déterminer les caractéres irréductibles du groupe symétrique S,, pour n = 2,3
et 4. Auparavant nous fixons les notations et rappelons quelques faits bien connus concernant les classes de
conjugaison dans S,,.

Rappel 4.7 Le groupe symétrique S,, est 'ensemble des permutations de ’ensemble {1,2,... n}, i.e.
Pensemble des bijections w : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} et laloi de composition du groupe est la composition
des fonctions. Nous noterons ces permutations sous deux formes. La premiere est d’écrire I’élément w € S,
comme la matrice d’ordre 2 x n suivante:

w_[ 1 2 ... (n—1) n
T lw(@) w®@) ... wn—1) w(n)

La seconde forme est d’écrire w sous sa forme cyclique. 1l s’agit d’écrire les orbites de I'action du groupe
cyclique engendré par w en ordonnant les éléments de chaque cycle selon 'ordre des puissances de w. 11 est
plus simple d’illustrer ceci dans un exemple. Ainsi la forme cyclique de

1 4
- [ 2 3 est (1,3,2,6)(4,10)(5,9,7)(8).

5 6 7 8 9
136 2 10 915 8 7 4
Cette forme cyclique n’est pas unique. Pour l'exemple précédente, nous aurions aussi pu écrire w comme
(2,6,1,3)(4,10)(9,7,5)(8). Dans tous les cas, il est simple de récupérer la forme matricielle de chacune de
ces formes. Le type cyclique A(w) d’une permutation w € S,, est le partage A(w) : Ay > Ao > ... > A\ > ...
de n, i.e. >, A\ = n, obtenu en ordonnant de fagon décroissante la taille des cycles de la forme cyclique de

w. Par exemple, le type cyclique de I’élément w ci-dessus est A(w) : 4 >3>2> 1.

Il est bien connu que deux permutations sont conjugués si et seulement si elles ont le méme type cyclique.
Nous déterminerons plus tard la cardinalité de chacune des classes de conjugaison lorsque nous étudierons
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les représentations de S,. Nous n’aurons pas besoin de ceci pour l'instant pour déterminer les tables de
caracteres de S, S3 et Sy

Définition 4.8 A toute permutation w € S, nous pouvons lui associer deux entiers: sa longueur
notée ¢(w) et son signe noté (w). Ces nombres sont définis par

Uw)={(,j)|1<i<j<n, wi)>w()}eN et ew)=(-1)""e{-1,1}.

Lemme 4.9 Soitn € N, n > 1.

(a) Siw € S, alors {(w™1) = {(w).

(b) Si w,w' €S, alors L(ww') = (w) + £(w') (mod 2) et e(ww') = e(w)e(w’).
(c) e: Sy, — C*, défini par w — e(w), est une représentation de S,, de degré 1.

Preuve: (a ) Si (4,7) est tel que 1 < i < j <mnetw(i) > w(j), alors (w(j),w(z)) est tel que 1 < w(j) <
w(i) <netw H(w(j)) =7 >i=w(w(i)). Conséquemment £(w) < £(w™1) et par symétrie £(w™1) < £(w).
Donc £(w™t) = £(w).

(b) et (c) 11 suffit de montrer que £(ww') = £(w) + £(w’) (mod 2). Tous les autres énoncés de (b) et
(c) sont obtenus facilement de ce résultat.

Si 1l <i < j<n, alors nous avons les quatre possibilités suivantes:

1) (w)71E) < (w')71(4) et w(i) < w(j), et conséquemment ww'((w')~1(i)) < ww'((w')~1(5));
2) (w)71(E) < (w)7L(H) et w(i) > w(j), et conséquemment ww'((w') (7)) > ww'((w') = (5));
3) (w)71(E) > (w')7L(H) et w(i) < w(j), et conséquemment ww'((w')~1(i)) < ww'((w')~1(j));
4) (w')71E) > (w')71(H) et w(i) > w(j), et conséquemment ww’((w')~1()) > ww'((w')~1(5))

Nous obtenons donc que

Uw) +£((w) ) = Lww') =2 {1 < i< j<n | (w)7(60) > (@) 7)), w@) > w5}
Par (a), f(w') = £((w")™1). Le lemme est donc démontré.

4.10 Table des caracteres de S;. Ceci est facile parce que Sy est isomorphe au groupe abélien
cyclique Z/2Z. Sy a deux éléments et ceux-ci sont dans des classes de conjugaison distinctes. Il y a donc
deux caracteres irréductibles: le caractere trivial 1g, et le caractere € du lemme 4.9. La table des caracteres
est

Sy | 1>1 2
1
-1

1s,

1
€ 1

Dans la table des caractéres, nous avons énuméré les classes de conjugaison de S5 en utilisant les partages
correspondants.

4.11 Table des caractéres de S3. Nous savons que S3 a six éléments distribués dans trois classes de
conjugaison. Nous pouvons facilement énumérer celles-ci en utilisant les partages de 3 comme nous l’avons
indiqué en 4.7. Nous avons le tableau suivant

Partage de 3 1>1>1 2>1 3

. 1 2 3 1 2 3 1 2
Représentant [ 1 9 3} [ 2 1 3 ] [ 9 3 1 }
Cardinalité 1 3 2

Parce qu’il y a trois classes de conjugaison, alors S3 a trois caracteres irréductibles. Nous en connaissons
déja deux: 1lg, et €. Pour le troisieme caractere irréductible, nous considérons la représentation naturelle
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Ryat de S3 obtenue en associant sa matrice de permutation Ry, (w) d’ordre 3 x 3 a chaque permutation w.
Si nous notons le caractere de Ry.¢ par Ynat, nous avons le tableau suivant pour ses valeurs prises sur chaque
classe de conjugaison.

Partage de 3 1>1>1 2>1

w
—_

Xnat

Des propositions 3.2 et 3.4 et apres avoir calculé

(Xnat7 Xnat)Sg, =
(Xnat7 15’3)53

nous obtenons que Xnat = lg, + 0 ol 0 est le caractere

Partage de 3 1>1>1 2>1 3

0 2 0 -1

Nous pouvons conclure que 6 est irréductible par la proposition 3.2 en notant que

(0.0)s, = = ((1)(2)(2) + (3)(0)(0) +2(-1)(-1)) = 1.

S| =

Finalement la table des caracteres de S3 est

Ss 1>1>1 2>1 3
1ls, 1 1 1
€ 1 -1 1
0 2 0 -1

4.11 Table des caractéres de S;. Nous savons que Sy a 24 éléments distribués dans cinq classes de
conjugaison. Nous pouvons facilement énumérer celles-ci en utilisant les partages de 4 comme nous ’avons
indiqué en 4.7. Nous avons le tableau suivant

A 1>1>1>1 2>1>1 2>2 3>1 4

w() 1 2 3 4 12 3 4 2 3 4 3 4 1 2 3 4
12 3 4 2 1 3 4 1 4 3 2 3 1 4 2 3 4 1

()] 6 3 8 6

ol A désigne un partage de 4, w(\) est une permutation dans la classe de conjugaison correspondant au
partage A et |cl(\)] est la cardinalité de la classe de conjugaison.

Parce que S; a 5 classes de conjugaison, alors S; a exactement 5 caracteres irréductibles. Nous con-
naissons déja deux caracteres irréductibles: 1g, et €. Pour obtenir d’autres caracteres irréductibles, nous
pouvons considérer la représentation naturelle R,.; de S4 obtenue en associant sa matrice de permutation
Rpat(w) d’ordre 4 x 4 & chaque permutation w. Si nous notons le caractére de Rpat par Xnat, nous avons le
tableau suivant pour ses valeurs prises sur chaque classe de conjugaison.

Xnat 4 2 0 1

A 1>21>12>1 2>12>1 2>2 3>1 4
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Des propositions 3.2 et 3.4 et apres avoir calculé

1

27 (D)) + (6)(2)(2) + (3)(0)(0) + (8)(1)(1) + (6)(0)(0)) =2,
1

(nats Ls)sa = 57 (D) + (6)(2)(1) + (3)(0)(1) + (8)(1)(1) + (6)(0)(1)) = 1

(Xnat » Xnat)S4 =

nous obtenons que Xnat = lg, + 0 ol 0 est le caractere

1>1>1>1 | 2>1>1 | 2>2 | 3>1 | 4
0 3 1 1 0 1

Nous pouvons conclure que 6 est irréductible par la proposition 3.2 en notant que

1

(97 9)54 = ﬂ

(DE)B) +(6)(1)(1) +3(=1)(=1) + (8)(0)(0) + (6)(~1)(-1)) = 1.

Par la proposition 2.8 (d), nous avons que 0 ¢ est aussi un caractere de Sy. Ses valeurs sont données par

1>1>1>1 | 2>1>1 | 2>2 | 3>1 | 4

Oe 3 -1 -1 0

Nous pouvons conclure que ¢ est irréductible par la proposition 3.2 en notant que

1

(95,05)54 = ﬂ

(DE)B) + (6)(=1)(=1) + 3(=1)(=1) + (8)(0)(0) + (6)(1)(1)) = L.

Nous avons ainsi calculé 4 des caracteres irréductibles. Pour le dernier caractere irréductible, nous pouvons
calculer ses valeurs en utilisant le corollaire 3.5 (¢) et (d). Notons ce dernier caractére par x. Parce que
x(e) > 0 et comme conséquence du corollaire 3.5 (c), nous avons que

(1)2+(1)2+(3)2+(3)2+(X<H . jD)Q:u = X(“ 27 ﬂ):z.

Maintenant nous pouvons utiliser le corollaire 3.5 (d) et le fait que nous connaissons x(e) pour déterminer
les valeurs de x sur les autres classes de conjugaison. Ainsi y est donné par

1>1>12>1 2>1>1 2>2 3>1 4

Y 2 0 2 -1

Finalement la table de caracteres de Sy est

S, | 1>1>1>1 ] 2>1>1 | 2>2 | 3>1 [ 4
1s, 1 1 1 1 1
£ 1 -1 1 1 -1
0 3 1 -1 0 -1
e 3 -1 -1 0 1
X 2 0 2 -1 0

Pour le caractére x, nous aurions aussi pu le construire en notant que 62 est un caractere de Sy & cause
de la proposition 2.8 (d). Mais nous avons que (0%, 1g,)s, = 1, (6%, 0)s, = 1 et (6, 0¢)s, = 1. Donc
(6% —1g, — 0 — 0¢) est un caractere. En fait ce caractere est tout simplement Y.
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Définition 4.12 Soit un groupe G. Alors le sous-groupe engendré par 'ensemble {zyx =1y~ | 2,y € G}
des commutateurs de G est appelé le groupe dérivé de G. Nous le noterons par D(G).

Lemme 4.13 Soit un groupe G. Alors

(a) D(G) est un sous-groupe normal de G tel que le groupe quotient G/D(QG) est abélien. De plus, si H
est un sous-groupe normal de G tel que le groupe quotient G/H est abélien, alors D(G) C H.

(b) Si R : G — C* est une représentation de degré 1 de G, alors R : G/D(G) — C*, défini
par R(gD(G)) = R(g) pour tout g € G, est une représentation bien définie du groupe abélien G/D(QG).

Réciproguement si R : G/D(G) — C* est une représentation de G/D(G) de degré 1, alors R : G — C*,

défini par R(g) = R(gD(QG)) pour tout g € G, est une représentation de G.
(¢) Le nombre de caractéres irréductibles de degré 1 de G est l'indice de D(G) dans G, i.e. |G|/|D(G)|.
Preuve: (a) Pour vérifier que D(G) est normal, il suffit de noter que

-1 -1

glzyz =y g™ = (gzg™ ") (gyg™ N gzg™") " (gyg™")

pour tout z,y,g € G, parce que D(G) est engendré par les commutateurs de G.

Le groupe quotient G/D(G) est abélien parce que
(xD(G))(yD(G)) = (xyD(G)) = yzz 'y~ 'ayD(G) = yzD(G) = (yD(G))(xD(G))

car z 'y~ 'zy € D(G).

Si H est un sous-groupe normal de G tel que G/H est abélien, il suffit pour vérifier que D(G) C H
de noter que dans G/H, nous avons xyz 'y 'H = (xH)(yH)(x"'H)(y~*H) = H par la commutativité et
ainsi obtenir que xyz~1y~! € H. De ceci, nous avons que D(G) C H.

(b) Si R est une représentation de degré 1 de G, alors R(zyx~'y~!) = R(z)R(y)R(z")R(y~!) =1
pour tout z,y € G. De ceci, nous pouvons conclure que R est une représentation bien définie de degré 1 de
G/D(G).

Réciproquement si R : G/D(G) — C* est une représentation de degré 1 de G/D(G), alors R, défini
par R(g) = R(9D(G)) pour tout g € G, est Rom, ot 7 : G — G/D(G) est la projection canonique, et
conséquemment est une représentation de G de degré 1.

(c) Par ce que nous avons établi en (b), il existe une bijection entre les représentations de degré 1 de G et
les représentations de degré 1 de G/D(G). Dans ce dernier cas, ces représentations sont les représentations
irréductibles du groupe abélien G/D(G). Mais alors il y a |G/D(G)| caracteres irréductibles. Ceci termine
la preuve.

Définition 4.14 Une permutation w € S, est dite paire (respectivement impaire) si sa longueur est
paire (respectivement impaire). Il est facile de vérifier que l'ensemble {w € S,, | {(w) =0 (mod 2)} des
permutations paires de S, est un sous-groupe normal de S,, d’indice 2 appelé le groupe alterné et que
nous noterons par A,. Il suffit de noter que A,, est le noyau de ’homomorphisme surjectif ¢ : S,, — {—1,1}
de S,, vers le groupe multiplicatif {—1,1}.

Exemple 4.15 Nous pouvons illustrer le lemme 4.13 dans le cas particulier de Sy. Il n’est pas difficile
de vérifier que le groupe dérivé D(S4) de Sy est Ay4. En fait, il n’est pas tres difficile de vérifier que le groupe
dérivé D(S,,) de S, est 4,, pour tout n > 1. Conséquemment le nombre de caracteres irréductibles de degré
1 doit étre I'indice de A4 dans Sy, i.e. 2. C’est bien ce que nous avons obtenu a I’exemple 4.11. De plus
comme Sy /Ay est isomorphe & Z/2Z, nous pouvons facilement déterminer ces deux caractéres en passant au
quotient.

Nous allons maintenant calculer la table de caracteres de A4. Noter que pour As et A3, nous connaissons
leurs tables de caractéres. En effet, As est le groupe trivial {e}, alors que Az est isomorphe & Z/3Z étant
un groupe a trois éléments et que 3 est un entier premier. Nous avons vu plus t6t ces deux cas.

4.16 Table de caractéres de A;. Le groupe Ay a 12 éléments. Comme A4 est normal, si une
classe de conjugaison de Sy a un élément dans Ay, alors elle est complétement contenue dans Ay. De ceci,
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nous obtenons que A, est la réunion disjointe des classes de conjugaison de S, correspondant aux partages
suivants: 1 >1>12>1,2 > 2 et 3 > 1. Il faut noter que méme si deux éléments sont conjugués dans Sy,
ils ne sont pas nécessairement conjugués dans A4. Cependant si deux éléments de A4 ne sont pas conjugués
dans Sy, alors ils ne peuvent pas étre conjugués dans Ay. De tout ceci, nous pouvons ainsi conclure que
chacune des classes de conjugaison de Sy contenues dans A4 est la réunion disjointe de classes de conjugaison
de Ay4. Il nous faut maintenant étudier chacune des classes de S; contenues dans Ay.

La classe de Sy correspondant au partage 1 > 1 > 1 > 1 a un seul élément: 'identité. Donc c’est une
classe de conjugaison dans A4. Nous la noterons aussi [1 >1>1 > 1].

La classe de S, correspondant au partage 2 > 2 a 3 éléments. Ceux-ci sont de la forme cyclique
(a,b)(c,d) ol a,b,c,d sont les entiers de 1 & 4. Clairement si nous avons deux éléments w = (a,b)(c,d) et

w' = (a/,v')(c/,d") appartenant & cette classe, alors une seule des deux permutations suivantes appartient &
Ay

a b ¢ d a b ¢ d
R R
a b d vV od d d

Nous noterons celle-ci par . Dans ce cas, nous avons w’ = zwx~'. Conséquemment cette classe de Sy est
une classe de conjugaison de A4. Nous la noterons aussi [2 > 2].

La classe de Sy correspondant au partage 3 > 1 a 8 éléments. ceux-ci sont de la forme cyclique (a, b, ¢)(d)
ou a,b,c,d sont les entiers de 1 & 4. Si nous avons deux éléments w = (a,b,c)(d) et w' = (a',¥',)(d)

appartenant & cette classe, alors 'ensemble des éléments = de Sy tels que zwz~! = w’ est
a b ¢ d a b ¢ d a b ¢ d
RN E Lol A
a v J d v o d d d a v d

Mais tous ces éléments sont soit dans A4 ou soit aucun n’appartient & A4. D’un de ces éléments, nous
obtenons les autres en le multipliant par une permutation paire. La conséquence de tout ceci est que cette
classe de conjugaison de Sy se divise en deux classes de conjugaison dans Ay: la classe de conjugaison de la
permutation w = (1,2,3)(4) que nous noterons par [3 > 1]’ et celle de la permutation w = (1,3,2)(4) que
nous noterons par [3 > 1]”. Il est facile de déterminer la cardinalité de chacune de ces classes. Nous avons
le tableau suivant.

Classe 1>1>1>1] 2> 2] [3>1) [3>1)"

Rebrésentant 1 2 3 4 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
epresenta 1 2 3 4 2 1 4 3 2 3 1 4 1 2 4
Cardinalité 1 3 4 4

Nous pouvons maintenant calculer le groupe dérivé de Ay. Comme D(A4) est un groupe normal de Ay,
si un élément d’une classe de conjugaison de Ay est dans D(Ay), alors toute la classe est dans D(A4). Nous
pouvons noter que la classe correspondant a [2 > 2] est contenue dans D(Ay), parce que

1

1 2 3 4
2 31 4 3 2 41

_ -1, — —
9 1 4 S}xyx Y avecm[

1234} {1234}
et

Il est facile de noter que la réunion des deux classes: [1 > 1 > 1 > 1] et [2 > 2] est un groupe normal
H tel que le groupe quotient A,/H a 3 éléments. i.e qu’il est abélien. De tout ce qui précede et du lemme
4.13, nous obtenons que D(A4) = H.

Donc A, aura trois caracteres irréductibles de degré 1, que nous obtenons en passant au groupe quotient
Ay/D(Ay). Ce groupe est

23 afean [y 5 7 d]ean 315 4] pao)
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et nous avons )
1 2 3 4 1 2 3 4
([2 3.1 4}D(A4)) _[3 1 2 4]D<A4)'

Soit a = exp(27i/3) = (—1 + /3i)/2. Alors les valeurs des caractéres de degré 1 sur les différentes
classes de conjugaison sont

M>1>1>1 | 222 | B>y | B>1"
14, 1 1 1 1
X1,2 1 1 o a?
X1,3 1 1 o?

Nous pouvons aussi restreindre une représentation de Sy & son sous-groupe A4 et nous obtenons ainsi
une représentation de A,. La valeur de son caracteére sur la classe de conjugaison cl est obtenue de celle du
caractere de Sy restreint a la classe de conjugaison de Sy contenant cl. Ainsi si nous restreignons le caractere
# de notre exemple 4.11 & A4, nous obtenons le caracteére

1>1>1>1 | [2>2 | 3>1 | 3>1)"
0] 4, 3 -1 0 0

En calculant

: (DE)B) + B)(=1)(=1) + (4)(0)(0) + (4)(0)(0)) =1,

(0|A4’ 6‘A4)A4 = E

nous obtenons que 6|4, est irréductible. Nous avons ainsi obtenu tous les caracteéres irréductibles. La table
des caracteres est

L>1>1>1] | 222 | B2 | B>1)"
la, 1 1 1 1
X1,2 1 1 a o?
X1,3 1 1 a? a
0)a, 3 -1 0 0

Exemple 4.17 Fixons un carré C dans le plan R? centré & I'origine. Notons par d: une des droites
passant par le milieu d’un coté du carré C et l'origine. Soit le groupe G des isométries du plan qui préserve
C. Noter que nous ne supposons pas que ces isométries préservent l'orientation. G est le groupe diédral
D4. Nous étudierons les caracteres irréductibles des groupes diédraux plus tard. Maintenant nous allons
déterminer ceux de D4. Notons par R: la rotation du plan centrée & 'origine d’angle 7/2 dans le sens inverse
des aiguilles d’'une montre et par S: la symétrie du plan fixant la droite d.

Le groupe G est {R" | i =0,1,2,3} U{SR’|i=0,1,2,3}. Nous pouvons calculer
R'R/(R)™' =R/, R'(SR))(R")™ = SRV,
(SR (R7)(SR)™ =R, (SR")(SR’)(SR")~! = SRZ~9,
Nous obtenons alors que G a cinq classes de conjugaison:
{I=R"%, {R,R*}, {R*}, {S,SR*}, {SR,SR%}

et G a 5 caracteres irréductibles.
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Nous avons aussi
R'R/(R)™'(R)~' =R, RY(SR)(R)™Y(SR?)™' = R¥,
(SRO)(R)(SR)H(R) ™ = R, (SR)(SR)(SR') " (SR)™! = R*07Y.

De ceci, nous obtenons que D(G) = {I = R, R?} et G a alors |G|/|D(G)| = 8/2 = 4 caracteres irréductibles
de degré 1.

Le groupe G/D(G) est {D(G), SD(G), RD(G),SRD(G)}. C’est un groupe abélien d’ordre 4, i.e. qu’il
est soit isomorphe & Z/4Z ou & Z/2Z x Z/2Z. Comme chacun des éléments de G/D(G) est d’ordre 2, nous
avons que G/D(G) est isomorphe & Z /27 x Z /27Z. En fait, cette description en produit direct est la suivante:
G/D(QG) est isomorphe & {D(G),SD(G)} x {D(G),RD(G)}. Les valeurs des caractéres de degré 1 sur les
classes de conjugaison sont

{I} {R,R3} {R?} {S,SR?} {SR,SR3}
X1,1 1 1 1 1 1
X1,2 1 -1 1 1 -1
X1,3 1 1 1 -1 -1
X1,4 1 -1 1 -1 1

Pour le dernier caractere irréductible, notons que nous pouvons utiliser la description géométrique de
R et S comme isométries pour associer des matrices. Prenons deux vecteurs unitaires orthonormaux entre
eux tels que vy est sur la droite d et vo est obtenu de v par une rotation d’angle 7/2 dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre. Alors R et S dans cette base sont données par

0 -1 1 0
Nous pouvons ainsi calculer les matrices pour chacune des isométries et nous obtenons une représentation
de Dy4. Son caractere est donné par

{I'} {R, R3} {R?} {S,SR?} {SR, SR3}
0 2 0 -2 0 0

En calculant

(D)) + (2)(0)(0) + (D) (=2)(=2) + (2)(0)(0) +2(0)(0)) =1,

| =

(67 6)D4 =

nous obtenons que 6 est irréductible. Donc la table de caracteres de D, est

D, {I} {R, R?} {R?} {8, SR?} {SR,SR3}
X1,1 1 1 1 1 1
X1,2 1 -1 1 1 -1
X13 1 1 1 1 -1
X1,4 1 -1 1 -1 1

0 2 0 -2 0 0

Exemple 4.18 Considérons le groupe quaternionien Q@ = {+£1, +4, +j, £k} dans l’algébre des quater-
nions. Les quaternions forment une algebre A de dimension 4 sur R dont les éléments sont de la forme
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(al +bi + cj + dk) avec a,b,c,d € R et telle que 1 est un élément central, i = j2 = k% = —1, ij = k, jk = 1,
ki=j,ji=—k, kj = —ietik=—j. Il est facile de calculer les classes de conjugaison de ). Nous obtenons
5 classes de conjugaison: {1}, {—1}, {4, —i}, {4, —j} et {k, —k}.

Le groupe dérivé est D(Q) = {£1}. Par exemple —1 = ij(i)~(j)~* = k2. Q a donc quatre car-
acteres irréductibles de degré 1. Le groupe quotient Q/D(Q) = {D(Q),iD(Q),iD(Q),kD(Q)} est isomor-
phe & Z/27Z x Z/2Z. En fait, cette description en produit direct est la suivante: Q/D(Q) est isomorphe &
{D(@Q),iD(Q)} x {D(Q),jD(Q)}. Les valeurs des caracteres irréductibles de degré 1 sont

{1} | A} | {1} | {5} | {£k}
X1,1 1 1 1 1 1
X1,2 1 -1 1 1 -1
X1,3 1 1 1 -1 -1
X1,4 1 -1 1 -1 1

Nous pouvons calculer le dernier caractére irréductible de @ en utilisant le corollaire 3.5 (c) et (d). Nous
obtenons ainsi la table de caracteres

Dy | {1} | {=Fi} | {1} | {£5} | {+k}

X1,1 1 1 1 1 1

X1,2 1 -1 1 1 -1

X1,3 1 1 1 -1 -1

X1,4 1 -1 1 -1 1
0 2 0 —2 0 0

Nous aurions aussi pu décrire la représentation correspondant au caractere 6. Il suffit de noter que A est
une algebre de dimension 2 sur C. En effet, (a4 bi+¢j +dk) = a+ 54, ot @« = a+bi et § = ¢+ di. Chaque
élement de ) est inversible. La représentation correspondant a 6 est définie par R : Q — GL(A) ou R(x)
est ’homomorphisme (a + 3j) — (a + 35)(z~1). Les matrices R(x) pour z € @ sont

R(jzl)j:((l) ?) R(ii)i(_oi ?) R(ij)i(ol (1)) R(ik)i(oi _OZ>

Remarque 4.19 Noter que Dy et @ ont la méme cardinalité, le méme nombre de classes de conjugaison
et la méme table de caracteres. Mais ces deux groupes ne sont pas isomorphes. En effet, nous pouvons calculer
l'ordre des éléments de Dy et de Q. Nous obtenons ainsi que I est d’ordre 1; R?, S, SR, SR?, SR® sont
d’ordre 2; R et R3 sont d’ordre 4. Pour Q, 1 est d’ordre 1; —1 est d’ordre 2 et tous les autres éléments sont
d’ordre 4. Donc si deux groupes ont la méme table de caractéres a permutation pres, nous ne pouvons pas
conclure de ceci qu’ils sont isomorphes.
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CHAPITRE 5
REPRESENTATION INDUITE

Jusqu’a maintenant toutes nos constructions proviennent de ’algebre linéaire: produit tensoriel, dual,
hom. Dans ce cinquiéme chapitre, nous allons maintenant présenter une construction propre a la théorie des
représentations: la représentation induite.

A partir d’une représentation d’un sous-groupe H du groupe G, il s’agit de construire une représentation
de G. Nous obtenons ainsi beaucoup de représentations. La stratégie ensuite est de décomposer celles-ci et
de déterminer une facon d’obtenir les représentations irréductibles des induites.

Nous completerons ce chapitre en déterminant les caracteres irréductibles des groupes diédraux D,, en
induisant & partir des représentations irréductibles du sous-groupe des rotations de D,,. Nous allons aussi
illustrer comment certaines représentations induites obtenues de représentations de sous-groupes de Sy se
décomposent.

Construction 5.1 Soient un sous-groupe H du groupe fini G et une représentation R’ : H — GL,(C)
de H de degré n. Nous voulons maintenant construire (sous sa forme matricielle) une représentation de G.

Notons par X: un ensemble des représentants des classes a gauche de G suivant H, i.e. nous fixons un
élément z pour chaque classe gH € G/H. Chaque élément g de G peut s’écrire d’une et une seule fagon sous
la forme g = wx(g) 7 (h) avec mx(g) € X et my(g) € H.

Soit la matrice [R'1%](g) définie comme une matrice partagée en | X| x | X| blocs de matrices d’ordre
n x n. Les colonnes et les lignes de blocs de [R'1%](g) sont indexées par les éléments de X. Les matrices
dans la colonne de blocs correspondant a 1’élément x € X sont toutes nulles sauf celle de la ligne de blocs
correspondant & l'unique élément y = mx (gz) € X. Dans ce dernier cas, la matrice d’ordre n x n est R’'(h)
avec h = g (gx).

Cette matrice [R'1%](g) est inversible, i.e. est un élément de GL, x|(C). En effet, son déterminant
det ([R'1%](g)) est & un signe pres le produit des déterminants

H det (R'(mx(g2))).

reX

Montrons que [R'74](g9") = [R'1%](9) [R'14](¢’) pour tout g,¢' € G. En effet, si nous regardons la
seule matrice non nulle dans la colonne de blocs correspondant & 'élément = € X de [R'15](gg’): celle-ci
est située dans la ligne de blocs correspondant & I'unique élément wx (gg'x) et est égale & R (wy(gg’'z)). Si
nous considérons maintenant la colonne de blocs de [R'1%](g’) correspondant & I'unique élément = € X,
cette colonne contient une seule matrice non nulle, celle dans la ligne y = wx(¢'x) € X, qui est égale &
R'(mp(g'z)). Si nous considérons maintenant la colonne de blocs de [R'1%](g) correspondant & 1'unique
élément y € X, alors cette colonne contient une seule matrice non nulle, celle dans la ligne 7x (gy) € X,
qui est égale & R'(mg(gy)). Ainsi il y a une seule matrice non nulle dans la colonne de blocs correspondant
a lélément z € X de [R'75](g) [R'15](g"), il s’agit de celle & la ligne de blocs correspondant & 7x(gy) ou
y = mx(g'x) et cette matrice est égale & R/ (wp(gy)) R (mp(g’'z)). Mais des définitions de my et mx, nous
avons que

99'c = x(99't)TH(99't) = gnx (9'2)mr (9'x) = gymr (9'z) = mx (9y)7r (9y)7H (9 2)
= 7u(99'r) =1 (9y)TH(g'T).
Finalement comme R’ est un homomorphisme, nous obtenons que [R'1%](g99') = [R'1%](9) [R'1$](¢’) pour
tout g,¢" € G.
De ce qui précede, nous avons ainsi montré que

Proposition 5.2 (Avec les notations de 5.1) [R'1G] : G — GL, |x|(C) est une représentation de G de
degré n| X | appelée la représentation de G induite de la représentation R’ du sous-groupe H. Nous noterons
aussi cette représentation par Ind$ (R').
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Remarque 5.3 Certaines des représentations étudiées auparavant sont des représentations induites.
Ainsi la représentation réguliere de G est la représentation induite I nd?e}(l) obtenue de la représentation
triviale 1 du sous-groupe triviale {e} de G.

Supposons que G agit transitivement sur 'ensemble fini X, i.e. X est une orbite de I’action de G, alors
la représentation Rx par permutation définie a 'exemple 1.9 est la représentation induite I nd%(l) obtenue
de la représentation triviale 1 du sous-groupe H = {g € G | gx = x}, oll = est un élément fixé de X.

Proposition 5.4 Soient une représentation R' : H — GL,(C) du sous-groupe H de G dont le caractére
est x : H — C, un ensemble X de représentants des classes a gauche de H dans G et la représentation
[R'1G] = Ind§(R') de G induite de R'. Alors le caractére de [R'1%], noté par [X G ], est donné par la
formule

XG0 = 3 Xl =g Y M) powr toutg € G,

zeX yeG
z~lgaeH y—lgycH

Preuve: 11 nous faut calculer la trace de [R'1%](g). 1l s’agit donc de faire la somme des traces des
matrices sur la diagonale principale de blocs. La matrice dans la colonne de blocs correspondant a 1’élément
x € X et dans la ligne de blocs correspondant & 1’élément = est non nulle si et seulement si gx = xh, ou
h € H. Dans ce cas, la matrice est R'(h) = R'(z~'gz). Nous avons alors que

X1% )@= > x@'g).

reX
x*lngH

Pour ce qui est de la seconde formule, il suffit de noter que x est une fonction de classe sur le groupe
H. Ainsi x(h~'z~'gxh) = x(z~'gz) pour tout h € H. En utilisant ceci, nous obtenons que

1 1 -1 -1 1 —1
> X gm)ZﬁZ > oxhla grh) = 1 > x o)

reEX heH reEX yeG
e LlgzcH z—lgecH y~lgyeH

en posant y = xh.

Définition 5.5 Fixons un polygone P régulier dans le plan, centré & 'origine et ayant n sommets. Le
groupe des isométries du plan préservant P est le groupe diédral D,. Si R dénote la rotation centrée a
Porigine d’angle 27 /n dans le sens inverse des aiguilles d’une montre et S est la réflexion par rapport & une
droite passant par l'origine et I'un des sommets de P, alors le groupe D,, est engendré par R et S. Ces
isométries satisfont les relations:

R*"=5S%2=] e SRS=R.

Nous obtenons ainsi une présentation de D,,.

Le groupe D,, a 2n éléments et est égal {R' |i=0,1,2,...,(n — 1)} U{SR" | i =10,1,2,...,(n— 1)}.
Nous pouvons calculer

1) { R'RI(R)™ =R, R'(SR7)(R')~" = SRV,
r.

(SR)(RI)(SR)"' =R, (SR)(SR/)(SR")™' = SR,

Ces relations nous permettront de déterminer les classes de conjugaison de D,,.

Nous avons aussi

r2) { R'RI(R") YR ' =R", RY(SR)) (R (SR')™! = R*,

(SRY)(RI)(SR)"M(RI)"' =R™%, (SR")(SRI)(SR")"'(SR7)~! = R?U~7,
De ceci, nous pourrons calculer le sous-groupe dérivé D), et les caracteéres irréductibles de degré 1 de D.,.
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Finalement nous pouvons noter que le sous-groupe (R) de D,, engendré par R est {I, R, R? ..., R"" 1}
et est isomorphe au groupe cyclique Z/nZ.

5.6 Table des caractéres de D,, (n pair). Supposons que n = 2k est pair ou k > 1. Alors a cause
des relations (r.1) de 5.5, nous obtenons que D,, a (k + 3) classes de conjugaison et

Cl(D,) = {{I}, {R.R" '}, ..., {RF 1 RFt1} {R*}, {S,SR* ...,SR"?}, {SR,SR*,...,SR"'}}.

Donc D,, a (k + 3) caracteres irréductibles.

Nous obtenons que le groupe dérivé D!, de D,, est {I, R?, R*, ..., R"~2} & cause des relations (r.2) de 5.5.
Donc D, /D), est {D,,, RD,,, SD.,, SRD.,} et D,,/ D, est isomorphe au groupe abélien Z/27Z x Z /2Z. Cette
description de D,,/ D), est donnée par D,, /D, = {D.,,, RD,} x{D,,, SD,}. De tout ceci, nous obtenons que

D,, a 4 caracteéres irréductibles de degré 1. Ceux-ci sont donnés dans la table suivante.

{I'} {RI, R} avec 1 <j<k-—1 {RF} {SR’ | j pair} {SR’ | j impair}
X1,1 1 1 1 1 1
X1,2 1 (—=1)? (—1)* 1 -1
X1,3 1 1 1 -1 -1
X1,4 1 (—1)7 (—1)k -1 1

Il nous faut maintenant considérer les autres caracteres irréductibles de D,,. Notons par H: le sous-

groupe de D,, engendré par R,i.e. H = {I,R,R?, ..., R""1}. Fixons une racine « primitive ni¢me de 1'unité,
par exemple o = exp(2wi/n). Pour m = 0,1,2,...,(n — 1), notons par R, : H — C*: la représentation
définie par R., (R’) = (a)’™ pour tout j = 0,1,2...,(n — 1) et son caractére v, : H — C défini par
Ym(R7) = o™, Soient la représentation [R.,15"] = Ind5"(R,,) induite de R, et son caractére o, =

[wm TZ" ] Nous allons maintenant décrire les matrices de cette représentation et les valeurs prises par ces
caracteres.
Comme ensemble X de représentants des classes a gauche de H dans D,,, nous avons X = {I,S}. Alors
parce que R/] = R'I, RS = SR™7, SR’] = SR’ et SR?S = R/, nous obtenons que
/ n A al™ 0 14Dy, i 0 a~im
[RnL H ](R]) - ( 0 ajm) et [R TH ](SR]) - <ajm 0

Ainsi les valeurs prises par x2 n, sont

{1} {RI,R" 7} avec 1 <j<k—1 {RF} {SR’ | j pair} {SR’ | j impair}

X2,m 2 ad™ 4 q—Im 2(-1)™ 0 0
Ici nous utilisons le fait que o = a?* = 1 et « est une racine primitive nieme de I'unité pour obtenir que
ak = —1.
Nous pouvons maintenant calculer (X2 m, X2,m)p, pour m =0,1,2,...,k — 1. Commengons par le cas

ot 1 <m <k — 1. Conséquemment a*™ # 1 et o= 2™ £ 1. Alors (X2,m, X2,m)D,, €st égal &

k—1
% (D)) + | D @@ +a™) (@™ + a7 | + (2)(=1)™(2)(=1)™ + (k)(0)(0) + (k)(0)(0)
j=1
1 _ - 2jm —2jm
=5 (1)(2)(2) +2 ‘ (@™ + 24 a9 | + (4)
1 : k—1
=5 (4)(k—1)+2 (@™ 4 =2 | 4 (4)
1 - O[2krn __1 a—?km 1
=3, (4k)+2[ 2m—1} +2[a2m—1” =1




car a®™ #1,a ™ £1pourm=1,2,....k—1, a®* =1 et 2n = 4k.

Si nous considérons maintenant le cas ot m = 0, alors (X2,m, X2.m)D,, €st égal a

k-1
1 8k
2. | (D)) + >-2)2)(2)| +(2)(2) + (k)(0)(0) + ()(0)(0) | = o =2
j=1
car n = 2k.
De tout ceci, nous pouvons conclure que chacun des caracteres o, pour m = 1,2,...,k — 1 est
irréductible; alors que le caractére x2 o n’est pas irréductible.
Nous pouvons aussi noter que si x2.m = X2,m pour m,m’ € {1,2,... .k — 1}, alors m’ = m. En effet,

supposons que X2, = X2,m’ €t m’ > m, alors (™ + a™™) = x2,m(R) = x2,m/ (R) = (am' + ofml). Ainsi
nous obtenons que

2m 1 2m’ 1 , , ,
(OZ + ):(a ‘/i’ ) = o™ (a2m+1):am(a2m +1) = (amfmil)(am+m71):0.
a™ a™

Mais ceci est impossible. En effet, (o/"/_m —1)#0et (am/"’m —1) # 0, parce que « est une racine primitive
nieme de 'unité, 0 < (m' —m) <k <net 0 < (m +m) <2k <n.

Conséquemment nous avons ainsi (k — 1) caractéres irréductibles distincts de degré 2: xa,, ot m =
1,2,...,(k —1). En considérant les 4 caracteéres irréductibles de degré 1, nous avons (k + 3) caracteres
irréductibles, i.e. tous les caracteres irréductibles de D,,. La table des caracteres de D,, pour n = 2k > 2 et
pair est

D, {I} {RI,R" 7} avec 1 <j<k—1 {RF} {SR’ | j pair} {SR’ | j impair}
X1,1 1 1 1 1 1
X1,2 1 (—1)7 (—1)* 1 1
X1,3 1 1 1 -1 -1
X1,4 1 (1) (—1)* -1 1
Xem | 2 ad™ 4 q=Im 2(—1)™ 0 0
ou dans la derniere ligne m =1,2,..., (k—1).

Nous pouvons aussi décomposer la représentation x2,. Nous obtenons

(x2,00 X1,1)p, = 1, (Xx2,0, X1,2)D, =0, (X200, X1,3)D, =1 et (x20, X14)D, = 0.

Conséquemment x2.0 = X1,1 + X1,3-
Nous aurions aussi pu considérer des valeurs de m > k. Le méme type d’argument nous permettrait
décomposer les représentations x2 ,, si m > k.

5.7 Table des caracteéres de D,, (n impair). Supposons que n = 2k + 1 est impair ot k > 1. Alors
a cause des relations (r.1) de 5.5, nous obtenons que D,, a (k + 2) classes de conjugaison et

CUDn) = {{1}, {R,R"'}, ooy {RFL RM2Y, (RF RFYY, (S, SR, SR* ... SR™'}}.

Donc D, a (k + 2) caracteres irréductibles.

Nous obtenons que le groupe dérivé D!, de D, est {I,R, R? ..., R""'} & cause des relations (r.2) de
5.5. Donc D,,/D), est {D,, SD,} et D, /D), est isomorphe au groupe abélien Z/2Z. De tout ceci, nous
obtenons que D,, a 2 caracteres irréductibles de degré 1. Ceux-ci sont donnés dans la table suivante.
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{I} {R/,R" T} avec 1 <j<k {SR7|j=0,1,...,n—1}
X1,1 1 1 1
X1,2 1 1 -1

Il nous faut maintenant considérer les autres caracteres irréductibles de D,,. Notons par H: le sous-

groupe de D,, engendré par R,i.e. H = {I,R,R?, ..., R""1}. Fixons une racine a primitive ni¢me de 1'unité,
par exemple o = exp(2mi/n). Pour m = 0,1,2,...,(n — 1), notons par R,, : H — C*: la représentation
définie par R! (R?) = (a)’™ pour tout j = 0,1,2...,(n — 1) et son caractere v, : H — C défini par
Ym(R7) = a?™. Soient la représentation [R,, 15"] = Ind5"(R,,) induite de R,, et son caractére Yz, =

D . L. . . . .
[wm 5" ] Nous allons maintenant décrire les matrices de cette représentation et les valeurs prises par ces
caracteres.

Comme ensemble X de représentants des classes a gauche de H dans D,,, nous avons X = {I,S}. Alors
parce que R/] = R'I, RS = SR™7, SR’] = SR’ et SR?S = R/, nous obtenons que

a]’l’ﬂ 0

mab ) = (7005 ) e mabase = (5 7))

Ainsi les valeurs prises par X2, sont

{1} {RI,R" 9} avec1<j<k | {SR/|j=0,1,....,(n—1)}

X2,m 2 adm 4 g Im 0

Nous pouvons maintenant calculer (X2,m,X2,m)p, pour m = 0,1,2,... k. Commengons par le cas ol
1 <m < k. Conséquemment o™ # 1 et a=2™ # 1. Alors (x2.m, X2.m)D, est égal &

k
% (1D2)2) + | D_@)(@™ + a7 ™) (@™ + a=7m) | + (n)(0)(0)
j=1
[ k
= % M@)@) +2 > (@™ +2+a72m)
Jj=1
[ k
= % (@)(k)+2 | (@¥™ +a=2™)
j=0
1T 'a2(k:+1)m -1 a—2(k+1)m -1
o _(4k)+2 | a?m—1 ]+ { a~2m —1 H
1 [ [a™ —1 a”m—11] 1 (@™ — 14 a?®™ — a™)
- g5 |0+ 2| S J 2 [agm - 1” - L [(4k:) 2 [ A ”
= % _(41@) +2 m” = % [(4k) +2] =1

car a®™ £ 1, a"? £ 1pour m=1,2,...,k — 1 et 2n = 4k + 2.

Si nous considérons maintenant le cas ot m = 0, alors (X2,m, X2,m)D,, €st égal &

1

k
Lo+ [Yeee|| =%
j=1

2
2n

2n

car n = 2k + 1.
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De tout ceci, nous pouvons conclure que chacun des caracteres xa , pour m = 1,2,.. .,k est irréductible;
alors que le caractere 2 n’est pas irréductible.

Nous pouvons aussi noter que si x2.,m,m = X2,m pour m,m’ € {1,2,...,k}, alors m’ = m. En effet,
supposons que xz.m = X2,m’ €t m’ > m, alors (¢ + a™™) = x2.m(R) = x2,m' (R) = (ozm/ + a‘ml). Ainsi
nous obtenons que

(a2m + 1) (a2m' + 1)

= y = (@ + 1) =am@® +1) = (@ 1) (™ —1) =0.
am a"n

Mais ceci est impossible. En effet, (am/_m —1)#0et (am/"’m —1) # 0, parce que « est une racine primitive
niéme de 'unité, 0 < (m' —m) <k <net 0 < (m +m) <2k <n.

Conséquemment nous avons ainsi k caracteres irréductibles distincts de degré 2: x2 , oum =1,2,... k.
En considérant les 2 caractéres irréductibles de degré 1, nous avons (k 4 2) caractéres irréductibles, i.e. tous
les caracteres irréductibles de D,,. La table des caracteres de D,, pour n = (2k + 1) > 3 et impair est

{1} {RI,R" 7} avec1<j<k | {SR'|j=0,1,....,n—1}
X1,1 1 1 1
X1,2 1 1 —1
X2.m 2 o™ 4 oM 0
ou dans la derniere ligne m = 1,2,..., k.

Nous pouvons aussi décomposer la représentation x2,0. Nous obtenons

(x2,00 Xx1,1)p, =1 et (x20, x1,2)D,, = L.

Conséquemment x2.0 = X1,1 + X1,2-

Nous aurions aussi pu considérer des valeurs de m > k. Le méme type d’argument nous permettrait
décomposer les représentations xao,, si m > k.

Nous allons aussi illustrer comment associer un partage de n a toute représentation irréductible de .S,
pour n = 2, 3,4 en utilisant des représentations induites. Pour ce faire, il nous faut premierement expliquer
comment associer un groupe S(A) & un partage A. C’est de ces groupes que nous allons induire.

Définition 5.8 Etant donné la partage A : A\ > Ay > ... > A; de n, nous noterons par S(\): le
sous-groupe de S,, consistant des permutations w de {1,2,...,n} telles que

w{1,2,...,m})={1,2,..., 1}
w({u1+17/1/1+27"'a,u2}):{M1+1,M1+2a"'au2}

w({pr—1 + 1 pe—1+2, .. e }) = {pp—1 + 1 p—1 + 2, i}

oupy = A1, o =AM+ Ao, oo, g =A+Ao++ Ap

Un sous-groupe de S, conjugué & un sous-groupe S(A) pour un partage A de n est dit étre un sous-
groupe de Young ou encore un sous-groupe parabolique de S,,.

Lemme 5.10 Etant donné un partage X 1 A1 > A > ... > X\, de n, alors Uensemble X (\) des
permutations w € Sy, telles que

w(l) <w(2) <...<w(u);
wps +1) <w(p +2) <...<w(us);

w(pp—1 + 1) < w(pr—1+2) < ... <w(pw);
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avec i1, K, - .., i définis comme a la définition 5.8, est un ensemble de représentants des classes a gauche
de S(\) dans S,.

Preuve: 11 suffit de noter que w, w’ sont deux permutations de S, sont dans la méme classe & gauche
de S(A) si et seulement si

{w(l)a ’LU(2)7 e ,’UJ([“)} = {wl(1)7wl(2)7 e ’w/(ﬂl)}
{wln + 1), w(n +2),...,w(p2)} = {w'(pn + 1), w' (11 +2), ..., w'(p2)}

{w(ﬂkfl + 1)7w(/”€*1 + 2)7 s 7w(/~"k)} = {wl(ﬂkfl + 1)?“’/(/“671 + 2)7 s 7w/(ﬂk)}'

Nous obtenons alors un représentant de la classe en prenant la permutation w qui fait en sorte que
chacun des ensembles {w (1), w(2),...,w(p)}, {w(pi+1), w1 +2), ..., w(p2)}, .., {w(pr—1+1), w(ur—1+
2),...,w(ug)} est écrit en ordre croissant, i.e. un élément de X (). En fait, il est facile de noter que chaque
classe & gauche de S(\) a un seul élément de longueur minimale et X () est 'ensemble de ces éléments de
longueur minimale.

Définition 5.11 Etant donné un partage A de n, nous pouvons lui associer son diagramme. Il s’agit
du diagramme obtenu en justifiant & gauche les k lignes de cases: la premiere ligne ayant A; cases, la seconde
Ao et ainsi de suite. Pour illustrer ceci nous avons tracé a la figure 1 ci-dessous les diagrammes des deux
partages A:6>5>3>2>2et N :5>5>3>2>22>1de 8.

A A

Figure 1

Le partage conjugué de A est obtenu en lisant de gauche a droite le nombre de cases dans chacune
de colonnes du diagramme de A. Nous noterons ce partage par \'. Dans I'exemple précédent, le partage
conjuguéde A: 6>5>3>2>2est N :5>5>3>2>2>1.

Exemples 5.12 Etant donné un partage A de n, nous pouvons considérer les deux représentations
induites

Sn Sn
[Rtriv TS()\)} et [Rsigne TS(A/)]
ol Rggne = € est le caractére signe. Nous noterons les caracteres de ces représentations par |1 ng‘)\)] et

S . , . . \

€1 S’(L)\,)] respectivement. Nous allons déterminer les valeurs prises par ces caracteres. En plus, nous les
exprimerons comme combinaison linéaire de caracteres irréductibles. Nous utiliserons les notations des
sections 4.10 a 4.12.

Commencons par n = 2. Si A: 1> 1, alors X : 2,

S () I N

SiA:2,alors M :1>1,
1 2
=5« xe={1 7]}



Si nous considérons les représentations induites pour le partage A : 1 > 1, alors

1 2 10 12 01
[Rtrlst(1>1)]|:1 2]:(0 1>7 [Rmst(1>1)]{2 1}:(1 O)

[RSIgIleTS(2)] 1 §:| = (1)a [RblgHeTS(Q)] |:; §:| = (_1)

et

ont comme caracteres

1>1 2
[1 TS(1>1)] 2 0
[e TS(Q)] 1 -1
Nous avons
(115s) Vg, = %((1)(2)(1) +(MO)MW) =1 et ([113%5y) 8, = %((1)(2>(1) +(1)(0)(=1)) =1.

Alors que
(153 Vg, = (M@ +M)(=1)(1)) =0 et (e153)) €) g, = (M) + M(-1)(-1)) =1.

Donc [ITS (sl = (1 +¢€) et [5TS(2)] =e.

Si nous considérons les représentations induites pour le partage A : 2, alors

[Rtrlv TS(2] |:1 §:| - (1)7 [Rtriv Tg%z)] |:;

1 2 1 0 1 2 0 1
[RblgHETS 1>1)] [ 2:| = [0 1:| ) [RslgneTs(1>1)] |: 1:| |:1 0:|

ont comme caracteres

— N
| I
|
—~
—_
~—

et

1>1 2
12, | 1 |1
[€T5(121)] 2 0

Nous avons

(1153 g, = %((1)(1)(1)+(1)(1)(1)) =1 et ([L15,) ¢)g, = %((1)(1)(1)+(1)(1)(—1)) =0.

Alors que

(E1210)h Vs, = (@O + MOM) =1 et (e1550) <), = 5V + (O(-1) =1.

s
Donc HTS%lzl)] 1 et [eTS(1>1)] 1+e.
Nous pouvons noter que dans chaque cas, il existe un et un seul caractere irréductible qui apparait
simultanément dans la décomposition en irréductibles de [1 TS A)] et [e Tg%)\,)]. En effet, pour A : 1 > 1, il

s’agit de e, alors que pour A : 2, il s’agit de 1. Ainsi a chaque partage A de 2, nous pouvons associer un
caractere irréductible de Sy et ceci nous donne une bijection entre les partages et les caracteres irréductibles.
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Considérons n =3. SiA:1>1>1, alors \' : 3

S(1>1>1):{H g 2” ot

12 3] [t 23] [t 23] [t 23][123][123
X(12121)_53_{L 2 3}’{2 1 3}’[1 3 2]’{3 1 2]’{2 3 1}’[3 2 1]}

SiA:2>1, alors M :2>1,

sezn={[1 3 5].[s 3]} @ wezo={[ 53[5 3L 8 1))

SiA:3,alors M :1>12>1,

SB3) =85 et X(3):{H . g”

Si nous considérons les représentations induites pour le partage A : 1 > 1 > 1, alors

1 0 00 0 O
01 0 0 0 O
(Run TSS } 12 3] _ [0 01 O0O0O0
trivisa>i>y) {1 9 31" ]10o 0o 0 1 0 0|
00 0 0 1 0
00 0 0 0 1
01 0 0 0 O
1 0 00 0 O
(Ru TSS ] 12 3] [0 O0O0O0T1O0
trivisaziznl o 1 317 lo 0 0 0 0 1)’
00 1 0 0O
00 0 1 0 0
00 0 1 00
00 1 0 0 O
R 1S3 1 2 3] |00 O0O0O01
[terTS(lZlZl)] 2 3 1| |0 0 00 1 0
1 0 00 0 O
01 0 0 0O
et
s, 1[1 2 3 s; 111 23 s |1 23
[Rsigne TSES)] |:1 9 3:| = (1)7 [Rsigne TS23)] |:2 1 3:| = (_1)a [Rsigne TSE?’)] |:2 3 1:| - (1)
ont comme caracteres
1>1>1 2>1 3
[1TS(1>1>1)] 6 0 0
[5Ts(3)] 1 -1 1

Nous avons

S: _ S _ S. —
([1TSE12121)]7 1)53 =1, ([1 T5‘?12121)]’ 8)53 =1let ([1 Ts?12121)]a 9)53 =2

Alors que
([gTS(:a)] ) s, = 0; ([5T5(3)] ) =let ([‘ETS(?)] ) s, = 0
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Donc [ngilzlzl)] =1+e+20 et[e Tg??))} =e.

Si nous considérons les représentations induites pour le partage A : 2 > 1, alors

1 0 0 1
1 2 3 1 2 3
[Rtrlv Ts(2>1 } |: :| = 010 5 [Rtrlv Ts(2>1)] |: :| = 0
1 2 3 00 1 2 1 3 0
01 0
) 1 2 3
[Rtrimgzm} 00 1
z 2 3 1 10 0
et
1 0 0 -1
1 2 1 2 3
[Rsigne Tg?2>1)} |: 010 y [R51gne Ts(2>1)} |: :| = 0
=z 1 2 00 1 2 1 3 0
0 -1 0
1 2
Rane Sl |5 3 3] = [0 0 -
1 0 0
ont comme caracteres
1>1>1 2>1 3
[115%51)] 3 1 0
[6T8(2>1)] 3 -1 0

Nous avons

(L TS(2>1)] ) g, = b (L TS(2>1)] ) =0et ([ Ts 2>1) I, )53 =1
Alors que
([5T3(2>1 B )53 =0, ([ETS(2>1)] ) =let ([5TS(2>1)] ) s, = L

Donc [ITS(2>1)] =146 et [5T5(2>1)] =ec+0.
Si nous considérons les représentations induites pour le partage A : 3, alors

s o [1 2 3 s 1|1 23 EIN B
[Rtriv TS?:{)] |:1 2 3:| = (1)5 [Rtriv TS?(’3)] |:2 1 3:| - (1), [RtTiV TS?3)] |:2 3
et

1 0 00 0 O

01 0 0 0 O

g 12 3] [0 01 0O0O
[RsigﬂeTSﬁlzlzl)][l 2 3:|_ 000 1 0 0]’

0 0 0 0 1 O

0 0 00 01

01 0 0 0 O

1 0 00 0 O

s. 12 3] [0 00010
[RsigneTsi1>1>1)]|:2 1 3:|_ 0 00 0 o0 11/’

001 0 0O

0 0 01 0O

0 0 01 0 O

0 01 0 0O

s. 12 3] [0 0 0 0 01

[RsigneT5?1>1>1)]|:2 3 1:|_ 0 0 0 0 1 0

1 0 00 0 O

01 0 0 0 O
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ont comme caracteres

115 1 1 1
[5TS(12121)} 6 0 0

Nous avons
(It T5(3)] g =1, (g (5} €)g, =0 et (g i) 0)g, = 0.

Alors que
S. S. S
([€TSCZ12121)]7 1)5’3 = 1, ([6 TS3(12121)L 6)53 =1let ([ETS?(’lzlzl)L 9)53 = 2.

Donc [113%] =1 et [e15515,)) = 1+ +26.

Nous pouvons noter que dans chaque cas, il existe un et un seul caractere irréductible qui apparait
simultanément dans la décomposition en irréductibles de [1 TS )\)] et [e Tg‘z)\,)]. En effet, pour A: 1 >1>1,
il s’agit de €; pour A : 2 > 1, il s’agit de 6, alors que pour A : 3, il s’agit de 1. Ainsi a chaque partage A de 3,
nous pouvons associer un caractere irréductible de S3 et ceci nous donne une bijection entre les partages et
les caracteres irréductibles.

Dans le cas de n = 4, nous ne donnerons pas la forme matricielle des représentations, mais seulement
les valeurs des caracteres induits. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci. Nous avons ainsi la table
suivante:

1>1>1>1 | 2>1>1 | 2>2 | 3>1 | 4
[1T§?1>1>1>1)] 24 0 0 0 0
BN 1 -1 1 1 -1
(1135 151)] 12 2 0 0 0
[ 158351 4 -2 0 1 0
[11%252)] 6 2 2 0 0
[ 15t252)] 6 -2 2 0 0
(11335 1)] 4 2 0 1 0
e T5tas15 )] 12 -2 0 0 0
[115E,)] 1 1 1 1 1
et 515 151)) 24 0 0 0 0

Nous pouvons décomposer ces représentations en combinaison linéaire d’irréductibles et nous obtenons
avec les notations de 4.11:

[1TS 1>1>1>1)] 1+¢e+30+ 30+ 2y, [e 5(4)] €
1 S(2>1>1)] 1420+ 0e + x, [e S(3>1)] fe
(11 S(2>2)]=1+0+x, 1 sz>2} fe +x
1 s(3>1)] [e s(2>1>1)] =e+0+20e+x
[1 5(4)] = [ETS(IZIZQI)] =1+¢e+ 30+ 30e +2x
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Nous pouvons noter que dans chaque cas, il existe un et un seul caractere irréductible qui apparait
simultanément dans la décomposition en irréductibles de [1 Tg?/\)] et [e Tg‘é/\,)]. En effet, pour A : 1 >1 >
1> 1, il s’agit de ¢; pour A :2>1 > 1, il s’agit de ¢; pour A : 2 > 2, il s’agit de x; pour A : 3 > 1, il s’agit
de 0; alors que pour A : 4, il s’agit de 1. Ainsi a chaque partage A de 4, nous pouvons associer un caractere
irréductible de S; et ceci nous donne une bijection entre les partages et les caracteres irréductibles.

Nous verrons plus tard que nous pouvons ainsi indexer de fagcon naturelle les caracteres irréductibles
de S, par les partages de n, i.e. le méme ensemble qui paramétrise les classes de conjugaison. Ceci ne se
produit pas généralement pour un groupe. Ls deux ensembles, celui des caracteres irréductibles et celui des
classes de conjugaison, ont méme cardinalité, mais pas nécessairement méme ensemble indexant.

Pour clore ce chapitre, nous allons maintenant définir plus abstraitement la représentation induite.

Définition 5.13 Etant donné une représentation R : H — GL(U) du sous-groupe H de G. Considérons
'espace vectoriel V. = {f : G — U | f(gh) = R(h)~'f(g) pour tout h € H}. Noter que V est un espace
vectoriel avec la somme de fonctions et la multiplication d’une fonction par un scalaire induite de celle de
U. La dimension de V est dim(U) |G|/|H|. En effet, il s’agit de connaitre les valeurs de la fonction f sur
un ensemble X de représentants des classes a gauche de H dans G pour la connaitre pour tout G et nous
pouvons obtenir une base de V' en prenant une base B de U et toutes ces possibilités de fonctions de X vers
B. Plus précisément, pour z € X et b € B, notons par f;; : G — U: la fonction de G vers U définie par

fan(g) = {R(WH(Q))—lb, si Ty (g) = @

0, sinon.

Alors {fyp | x € X,b € B} est une base de V.
V est l'espace de la représentation induite [Ind% (R)]. Celle-ci est définie par

[Ind%(R)](g) : f+ f ot f(z) = f(¢g~'x) pour tout z € G

pour tout g € G.

Il n’est pas difficile de vérifier que ceci nous donne bien une représentation et que son caractere est celui
de la représentation induite.
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CHAPITRE 6
PROPRIETES DE LA REPRESENTATION INDUITE

Nous avons défini au cinquieme chapitre la notion de représentation induite. Nous allons maintenant
présenter quelques-unes de ses propriétés: additivité, transitivité, relation avec la représentation contragré -
diente et restriction a un sous-groupe. Nous allons aussi énoncer et démontrer le théoreme de réciprocité
de Frobenius, ainsi que le critere de Mackey pour qu’une représentation induite soit irréductible. Nous
terminerons ce chapitre en calculant la table de caracteres de Ss.

Remarque 6.1 Dans ce chapitre, nous allons utiliser la description donnée en 5.13 de la représentation
induite pour ne pas trop alourdir notre présentation. Cependant il n’est pas difficile de tout traduire en
terme de la construction 5.1. Nous laissons au lecteur le soin de faire ce travail. Pour ce qui est du caractere
de la représentation induite, nous utiliserons la proposition 5.4.

Lemme 6.2 (Additivité) Soient deuz représentations Ry : H — GL(V1) et Ry : H — GL(Va) du sous-
groupe H de G dont les caractéres sont x1 : H — C et xo : H — C respectivement. Alors la représentation
induite Ind$ (R, ® Ra) est équivalente a la somme directe Ind$ (Ry)®Ind% (Rs) des représentations induites
Ind$(Ry) et Ind%(Ra). De plus le caractére [(x1 + x2) 1%] de Ind$(R1 @ Rsa) est égal a [x11%] + [x2T4]-

Preuve: A cause du théoreme 2.12, il suffit de comparer les caractéres de IndS (R ®Ry) et de IndS, (R, )&
Ind%(Ry). Par la proposition 5.4, nous avons que le caractére de Ind$ (R, @ Ry) est

1 . 1 B 1 _
[+ x2) 151(9) = I Y Ga+x) gy = ] > oxaly ey + ] > xely'gw)
y’gineH y’lijsz y’E{ESGH

= D 151(9) + x2151(9),

i.e. la somme des caracteres de Ind% (Ry1) et Ind$(Ry)

Remarque 6.3 Dans le lemme précédent, il n’est pas difficile de déterminer I'isomorphisme T établissant
I’équivalence entre les représentations. En effet, ’espace de la représentation induite I ndg(Rl @ Ry) est

I={f:G—=ViaVs| f(gh)= ((R1& Ra)(h)™")f(g) pour tout h € H et tout g € G},
ceux des représentations induites Ind% (R;) et Ind%(Rz) sont

T, ={f1: G — Vi | fi(gh) = Ri(h) "' f1(g) pour tout h € H et tout g € G} et
To = {f2: G — Va| fo(gh) = Ra(h) "' f2(g) pour tout h € H et tout g € G}.

Si f:G — Vi3 @ Vs est un élément de Z, alors il existe des fonctions ' : G — Vi et [/ : G — V,
telles que f(g) = (f'(9), f"(g)) pour tout g € G. 1l est clair que [’ € Z; et f” € Z. Si nous définissons
T:7T—-TI,®Iypar f — (', f”) (avec les notations comme ci-dessus), alors il est facile de vérifier que T'
établit I'équivalence entre Ind$ (R, © Ry) et Ind$ (Ry) @ IndS(Ry).

Lemme 6.4 (Transitivité) Soient deux sous-groupes H et K de G tels que K C H C G et une
représentation R : K — GL(V) de K dont le caractére est x : K — C. Alors la représentation induite
Ind$ (Indi(R)) est équivalente a la représentation induite Ind$(R). De plus le caractére [[x 15 15] de
Ind$ (Ind(R)) est le caractére [x1%] de Ind$(R).

Preuve: Comme pour la preuve du lemme 6.2, il suffit de comparer les caracteres de [[x 12]1%] et [x 1%]
de Ind%(R). Le caractere de [[x 1H]14] est

1 _ 1 1 1 —
[[XTQ]T%’}](Q)ZH > 1R 1gy)=@ > 0 > xzy gya).
yeG yeEG z€H
y—lgyeH y—lgyeH 2= ly=lgyzek
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Si (y,2) € G x H est tel que y~lgy € H et 27y~ lgyz € K, alors, en posant w = yz, nous avons que
(w,2) € G x H est tel que w™lgw € K et zw~lgwz=! € H. Réciproquement si (w,z) € G x H est tel que
wlgw € K et zw lgwz=! € H, alors , en posant y = wz~!, nous avons que (y,z) € G x H est tel que

ylgy € H et 27y 1gyz € K. Conséquemment

[m%n?[](g):ﬁm S Y xwlw)

weG z€EH
w*lg’wEK zw*lng*IEH

Mais si w € G est tel que w™lgw € K et z € H, alors zw 'gwz~!' € H, car K C H. De tout ceci, nous
obtenons que

IS0 = e > W) = g 30w tgw) = K1)

weqG weG
w*lgwEK w*lgwEK

Comme les caracteres sont égaux, les représentations Ind$ (Indi(R)) et Ind% (R) sont équivalentes.

Remarque 6.5 Dans le lemme précédent, il n’est pas difficile de déterminer I'isomorphisme T établissant
I’équivalence entre les représentations. En effet, ’espace de la représentation induite I nd%';(R) est

I={f:G—V|f(gk)=R(k)"f(g) pour tout k € K et g € G};
alors que celui de Ind$ (Indi(R)) est
T'={F:G—W|Fy=IndE(R)(h) " )F,: H—V pour tout h € H et g € G}

ou W={f:H— V| f(hk)=R(k)"Lf'(h) pour tout k € K et h € H} est 'espace de la représentation
Indi(R) et nous notons la fonction F(g) : H — V de W par F,.

Si F: G — W €T, alors nous pouvons lui associer la fonction f : G — V définie par f(g) = F,(e)
pour tout g € G. Ici F,; : H — V est un élément de W. Nous pouvons vérifier que la fonction f ainsi définie
est un élément de Z. En effet,

F(gk) = Fyr(e) = (Indig(R) (k) ™" Fy(e) = Fy((k™")'e) = R(k) ™' Fy(e) = R(k) ™" f(9)

car F, € W. Ainsi la fonction F +— T'(F) = f avec F et f comme ci-dessus est bien définie. Il n’est pas
difficile de vérifier que T est linéaire.

Si F € ker(T') est un élément du noyau de 7', alors T'(F) = f = 0 signifie que F,(e) = 0 pour tout g € G
et conséquemment F,(h) = (Ind®(R)(h)~1)F,(e) = Fyn(e) = 0 parce que F € I’. Nous avons ainsi montré
que si F' € ker(T), alors F = 0 € Z'. Donc T est un monomorphisme. De plus comme les deux espaces
vectoriels ont méme dimension, nous obtenons ainsi que 7" est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

11 suffit maintenant de vérifier en utilisant les définitions des représentations induites que

T o Ind$ Ind(R)(g) = Ind%(R)(g) o T pour tout g € G.

Lemme 6.6 Soit une représentation R : H — GL(V) du sous-groupe H de G dont le caractere est
x : H — C. Alors la représentation Ind%(R*) de G induite de la représentation contragrédiente R* associée
a R est équivalente a la représentation contragrédiente (Ind$(R))* associée a la représentation induite
Ind%(R). De plus le caractére de Ind$ (R*) est obtenue en conjuguant celui de Ind$(R), i.e.

(X% = X 15].
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Preuve: Comme pour les preuves des lemmes 6.2 et 6.4, il nous suffit de comparer les caracteres de
Ind%(R*) et de (Ind$(R))*. Le caractere de Ind$ (R*) est

[YT%](Q):ﬁ > x(yflgy):ﬁ > X lgy) = X15 (9)),

yeEG yeG
y~lgyeH y~lgyeH

i.e. le caractere de (Ind$(R))*, & cause des propositions 2.5 et 2.8.

Définition 6.7 Etant donné deux sous-groupes H et K de G, alors nous noterons l'ensemble { HgK |
g € G} par H\G/K. Nous dirons que le sous-ensemble HgK de G est la classe double de G suivant
(H, K) et contenant g. Un ensemble D de représentants de ces classes doubles est un ensemble d’éléments de
G tel que si HIK = Hd' K, alors d = d’ et de plus pour tout g € G, il existe un d € D tel que HgK = HdK.

Lemme 6.8 Soient une représentation R : H — GL(V') du sous-groupe H de G et x € G. Notons par
“H : le sous-groupe {xhz~' | h € H} de G et par *R : *H — GL(V) la fonction définie par *R(xhx=') = R(h)
pour tout h € H. Alors *R : *H — GL(V) est une représentation de *H dont le caractére ®y : *H — C est
défini par *(zhz=1) = x(h).

Preuve: Ce résultat est évident.

Définition 6.9 Soient une représentation R : G — GL(V') du groupe G dont le caractere est x : G —
C et un sous-groupe H de G, alors nous pouvons restreindre R au sous-groupe H et obtenir ainsi une
représentation Res%(R) de H: la restriction de R au sous-groupe H. Nous noterons son caractére par
[x1%]. I est clair que [x |%](h) = x(h) pour tout h € H.

Proposition 6.10 Soient deux sous-groupes H et K de G, une représentation R : K — GL(V) de K
dont le caractére est x : K — C et un ensemble D de représentants des classes doubles de G suivant (H, K).
Alors la représentation Res$IndS(R) de H est la somme directe

69dEDInd{jﬂ(leH) (Rest(ig(mH) (dR)) :

Conséquemment le caractére [[xT%] 1G] est égal a la somme

S 1) e -

deD

Preuve: 1l nous faut comparer les caracteres des deux représentations. A cause de la proposition 5.4,

NT#@ = D, x@'go)

rzeEX
w_lga:EK

ou X est un ensemble de représentants des classes a gauche de G suivant K. Nous allons maintenant choisir
un tel ensemble X en tenant compte de notre choix de D. Pour chaque d € D, fixons un ensemble Y (d) de
représentants des classes & gauche de H suivant (YK N H). Alors montrons que {yd € G |d € D et y € Y(d)}
est un ensemble de représentants des classes a gauche de K dans G. En effet, si gK € G/K, alors il nous faut
montrer qu’il existe un élement de la forme yd comme ci-dessus tel que gK = ydK. Premierement comme
HgK = HdK pour un certain d € D, nous avons qu’il existe d € D, h € H et k € K tel que g = hdk.
Comme h € H, alors il existe des éléments y € Y (d) et b’ € (%K N H) tels que h = yh'. De tout ceci, parce
que ' € (?K N H), nous obtenons que

g = hdk = yh'dk = ydd=*h'dk avec d'h'de K et g¢gK =ydK.
Il nous faut aussi vérifier que si ydK = y/'d'K avec d,d’ € D, y € Y(d) et 3y € Y(d'), alors d = d’ et
y =9y'. Comme ydK = y'd'K, nous avons HIK = HydK = Hy'd' K = Hd'K et conséquemment d = d'.
Nous avons aussi que y'd’ = y'd = ydk ou k € K. Mais alors ¢/ = ydkd~!. Comme 3’ et y sont des
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éléments de H, nous avons que dkd~' € (K N H). Mais de ceci nous obtenons que 3 = y, parce que
Y(IKNH)=y(@KNH)ety,y € Y(d). Cequi précéde montre que nous pouvons choisir I'ensemble X
comme étant {yd € G|de D ety € Y(d)}.

Donc

X1%](9) = Z x(d 'y~tgyd) pour tout g € G.

deD,yeY (d)
d=1ly—lgydek

Maintenant si g € H, alors, dans la somme ci-dessus, nous avons y~'gy € %K N H lorsque y € Y (d). Nous
obtenons ainsi

X T%1(g Z Z Ny gy) Z dxl(de) T@KHH)](g) pour tout g € H.

deD y€Y (d) deD
y~lgye(4KNH)

La proposition est ainsi démontrée.

Nous allons maintenant énoncer et démontrer le théoreme de réciprocité de Frobenius. Ce résultat relie
le produit hermitien sur G' du caracteére [y 1%] induit du caractére x : H — C du sous-groupe H de G avec
le caractere X' : G — C au produit hermitien sur H du caractére x avec la restriction [x' ] de ¥’ & H.

Théoréeme 6.11 (Réciprocité de Frobenius) Soient une représentation R : G — GL(U) de G et
une représentation R' : H — GL(V) du sous-groupe H de G. Notons lespace de la représentation induite
IndG(R') par W, i.e. W ={f:G — V| f(gh) = R'(h)"'f(g) pour tout g € G et h € H}. Notons aussi
que U est lespace de la restriction Res$(R). Alors les espaces vectoriels Homy (U, V) et Homeg (U, W) sont
isomorphes.

Preuve: Soit un élément T : U — V de Hompy(U,V). Pour tout u € U, considérons la fonction
fru: G — V définie par fr,(g) = T(R(g~")u) pour tout g € G.

Montrons maintenant que fr, € W pour tout v € U. En effet,

fraulgh) = T(R((gh)™")u) = T(R(h™)R(g~")u) = R'(h")T(R(g~")u) = B'(h) " fr.u(9)

pour tout g € G et tout h € H.
Nous allons maintenant construire I'isomorphisme ¥ : Homg(U,V) — Homg(U,W). SiT : U — V

est un élément de Homyg (U, V'), définissons ¥(T') : U — W par U(T)(u) = fr, : G — V comme ci-dessus.
Nous avons vu que fr, € W. Montrons premierement que ¥(7') € Homg(U,W). U(T) est un élément de
Hom(U,W), car
U(T) @+ a'v) = Frgoupar ) = @ fron + 0 frow = aU(T)(u) +a’ WT)').
En effet,
fT,(au+a’ u/)(g) = T(R(g_l)(a’u + al ’U/)) = G‘T(R(g_l)u) + a’/ T(R(g_l)u/) =a fT,u(g) + al fT,u’ (g)
pour tout g € G. Vérifions maintenant que ¥U(T") est un élément de Homeg (U, W), i.e

U(T)(R(g)(u)) = Ind% (R (g)((T)(u)) pour tout u € U et g € G.

Mais W(T)(R(g)(w)) = fr,r(g)u est la fonction sur G définie par

@ = fr.rign(r) = T(R(z"R(g)u) = T(R(z" g)u) = T(R((g~"'2) " )u) = frulg~"o);

alors que Ind$% (R)(g)(¥(T)(u)) = Ind%(R)(g)(fr..) est la fonction sur G définie par = — fr., (¢~ 1x) par
définition de la représentation induite. Nous avons ainsi montré que ¥(T') € Homg(U, W).

Il est facile de vérifier que ¥ est une transformation linéaire d’espaces vectoriels. Il nous faut maintenant
montrer que ¥ est injective et surjective.
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Si T € ker(¥), alors fr, = 0, i.e. fr.(9) = T(R(g~")u) = 0 pour tout g € G et tout u € U. En
particulier, si g = e, alors fr,(e) = T(u) = 0 pour tout u € U et conséquemment T' = 0. Ceci montre que
le noyau ker(T) est nul et que ¥ est injectif.

Si §: U — W est un élément de Homg(U,W), alors nous voulons déterminer un élément T' €
Homg(U,V) tel que ¥(T) = S. Siu € U, alors S(u) € W, ie. S(u) est une fonction de G vers V
avec la propriété que S(u)(gh) = R'(h)~1(S(u)(g)) pour tout g € G et h € H. Posons T(u) = S(u)(e).
Montrons premiérement que T € Hompg (U, V). 1l est clair que T(au + a’v’) = aT(u) + o’T(v’) pour tout
u,u’ € U et a,a’ € C, car S est une transformation linéaire. Il reste & montrer que TR(h) = R/'(h)T pour
tout h € H. Par la définition de la représentation induite et parce que S € Homg (U, W), nous avons

TR(h)(u) = S(R(h)(u))(e) = (Indf (R)(h)S(u))(e) = S(u)(h™'e) = R'((h)~")"")S(u)(e) = R'(W)T (u)

pour tout u € U. Pour terminer la preuve de la surjectivité, montrons que ¥(7T') = S. En effet, ¥(T')(u )
frou est la fonction définie par g — T(R(g™")u) = S(R(g~")u)(e) = (Indf;(R)(9))S(u)(e) = S(u)(g), i
U(T)(u) = S(u) pour tout w € U. Donc ¥ est surjective. La proposition est démontrée.

Corollaire 6.12 Soient le caractére x : G — C de la représentation R : G — GL(U) deG et x' : H — C
celui de la représentation R' : H — GL(V') du sous-groupe H de G. Alors

(1G] X)) = (6 18]

Preuve: Nous obtenons facilement ce corollaire du théoreme précédent et du théoreme 2.11.

Remarque 6.13 Avec les mémes notations qu’au corollaire 6.12, nous avons aussi

([X/Tfl]v X)G = (X/’ [Xlg])H

Nous obtenons ceci parce que (, )g et (, )y sont des formes hermitiennes et que ces formes prennent des
valeurs entieres sur les caracteres.

Corollaire 6.14 Soient deuzr sous-groupes H et K de G, des caractéres x : K — C et X' : H — C de
K et H respectivement et un ensemble D de représentants des classes doubles de G suivant (H, K). Alors

([XT%L [X/Tg])g = Z ([Xmt(ig(ﬂH)]a [X/l(HdeH)])(deH).

deD

Preuve: Nous avons a cause du corollaire précédent,

(0 1%], X 1%]) 6 = (ITEE] X)) g

Mais nous avons aussi vu a la proposition 6.11 que

[[XTK lH Z Xm(dKnH) T(deH)]-

deD

En substituant cette expression dans I’équation précédente et en utilisant la remarque 6.13, nous obtenons

([XT%L [X/Tg])c = Z ([[ Xl(deH)]TgKmH)]v X/)H = Z ([dxl?gmm}, [X/ngmH)])(dKﬂH)~

deD deD

Exemple 6.15 Nous allons illustrer I'utilisation du corollaire précédent en redémontrant que xa2,,, est

irréductible si m = 1,2,...,(k — 1) pour le groupe diédral D,, avec n = 2k et que X2, est irréductible si
m=1,2,...,k pour le groupe diédral D,, avec n = 2k + 1. Nous gardons les mémes notations qu’en 5.6 et
5.7.
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Posons H = K = (R), le sous-groupe des rotations de D,,. Alors x2., = [¥m ng)]. Aussi un ensemble
D de représentants des classes doubles de G suivant (H,K) est {I,S}. Comme SRS~! = R~!, alors
SHNK = (R) et S = 1.

En utilisant le corollaire 6.14, nous obtenons
(X2,m7 XZ,m)Dn = (wmawm) (R) + (S’(/}nm wm)<R> = (wm7wm> (R) + (¢—m, wm) (R

Maintenant sim =1,2,...,(k—1) pour D, avecn =2k ousim =1,2,...,k pour D,, avec n = 2k +1,
alors

(wma’(/}m)<R> =1 et (’@[meu wm)<R> =0

De ceci, nous obtenons l'irréducibilité de x2., si m = 1,2,...,(k — 1) pour D,, avec n = 2k ou si m =
1,2,...,k pour D, avec n =2k + 1.
Proposition 6.16 (Critére de Mackey) Soient un caractére x : H — C de H et un ensemble D de
représentants des classes doubles de G suivant (H, H). Alors le caractére induit [x 1% est irréductible si et
. - , . d
seulement si x est irréductible et ([dxl(ﬁmH)}, [Xl(gHmH)])(deH) =0 pour tout d € D\ H.
Preuve: Si [x 1] est irréductible, alors y est irréductible. Sinon x = x1+x2 et [x1%] = [x1 1G] +[x21%]

par 'additivité contredisant I'irréducibilité de [XTICSI]. Parmi les éléments de D, il y a un seul qui appartient
& H. Nous le noterons d’. Dans ce cas,

([XTg]v [XT%])G = ([d/Xl?;gmH L I (YHNH D(d’HﬁH) + Z ([dxlt(igmH)}’ [XlgHﬂH)])(deH)’
d#d’

Mais “H = H et “YHNH = H et [*

nous obtenons

X LZ;LOH)} = x parce que d € H. Par lirréducibilité des caracteres,

(TG D =1 et (O Lidhmm ) D gnm ) wanm = (6 X) g = 1

De ceci, nous obtenons que

Z ([Xm?g{mH)L [Xl{anH)])(deH) =0

deD
d#d’

et comme tous ces nombres sont des entiers > 0. Donc
H H
([dxl(dHﬁH)]a [Xl(deH)])(deH) =0
pour tout d € D\ H.
La réciproque est facilement démontrée.

6.17 Table de caractere de S5 Nous savons que S5 a 120 éléments distribués dans sept classes de
conjugaison. Nous pouvons facilement énumérer celles-ci en utilisant les partages de 5 comme nous ’avons
indiqué en 4.7. Nous avons le tableau suivant

A 1>1>1>1>1 2>1>1> 2>2>1 3>1>1
o) 1 3 5 12345 1 2 3 4 5 1 23 45

1 3 5 2 1 3 4 5 2 1 4 3 5 2 3145
BN 1 10 15 20

A 3>2 4>1 5

o) 123 45 1 23 45 1 2 3 45

2 31 5 4 2 3415 2 3 4 5 1
lel(N))| 20 30 24
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ol A désigne un partage de 5, w(\) est une permutation dans la classe de conjugaison correspondant au
partage A et |cl()A)] est la cardinalité de la classe de conjugaison.

Nous allons utiliser les notations du chapitre 5 relativement & S5 et celles du chapitre 4 relativement
aux représentations de Sy, S3 et S;. Calculons les deux caracteres induits suivants suivantes:

¢1:[1T§?322)] et o = [QTS 4>1)]

ou 1 est le caracteére trivial et 0 est le caractere irréductible de Sy 22 .5(4 > 1) de 4.11. Nous obtenons

1>1>1>1>1 | 2>1>1>1 | 2>2>1 | 3>1>1 | 3>2 | 4>1
U 10 4 2 1 0
Vs 15 3 1 0 1

—_

o

Nous allons décomposer ces caracteres. Premierement notons que nous connaissons des caracteres
irréductibles. Le caractere trivial 1, = 1lg, et le caractere signe x1,2 = € sont deux caracteres de degré 1
de Ss. Nous avons aussi que S5 agit sur C? , ot1, & chaque élément w € S5, nous associons une matrice de
permutation d’ordre 5 x 5. Cette représentation n’est pas irréductible; son caractere est la somme x1,1 + X4,1
de deux caracteres irréductibles: le caracteére trivial 1g, = xi11 et un second x4,; de degré 4. Si nous
considérons x42 = X4,1€, nous obtenons un quatrieme caractere irréductible.

Nous avons que

(Y1, x11)ss =1, (Y1, x1.2)ss =0, (Y1, xa1)s;s =1 et (1, xa2)s; = 0.

De ceci, nous obtenons que (¢1 — x1,1 — X4,1) est un caractere. Il est facile de vérifier qu’il est irréductible
et de degré 5. Nous le noterons par xs.1.
Le caractere 52 = X5,1€ est irréductible et distinct de x5.1.

Nous avons que

(Y2, x1.1)55s =0, (Y2, x1.2)55 =0, (Y2, X4,1)s5 =0, (Y2, X4,2)s55 = 1,

(Y2, X5.1)s, =0 et (P2, x52)5, = 1

De ceci, nous obtenons que (¢ — x4,2 — X5,2) est un caractere. Il est facile de vérifier qu’il est irréductible
et de degré 6. Nous le noterons par xg,1. Nous avons ainsi obtenu 7 caracteres irréductibles. La table des
caracteres de Sy est

Ss 1>1>1>1>1 2>1>12>1 2>2>1 3>12>1 3>2 4>1 5
X1,1 1 1 1 1 1 1 1
X122 1 -1 1 1 -1 -1 1
X4,1 4 2 0 1 -1 0 -1
X4,2 4 2 0 1 1 0 1
X5.1 5 1 1 1 1 1

X5,2 5 -1 1 -1 -1 1

X6,1 6 0 -2 0 0 0 1

Calculons les valeurs des caracteres induits suivants sur chaque classe de conjugaison

=1 S(1>1>1>1>1)] 02 = [1 T§?2212121)L =01 Ts 2>2>1)} 04 = [”5?32121)]7 [1TS(3>2)]
=[ TS 4>1) ] =1 Tg?o s

=[eT 5(5 } [5Ts(4>1 B [5Ts(3>2)] [ETS 3>1>1) B [5Ts(2>2>1 I,

=

€TS(2>1>1>1)] 07 =[e T5(1>1>1>1>1)]
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Nous avons le tableau suivant

1>1>1>1>1 | 2>1>1>1 | 2>2>1 | 3>1>1 | 3>2 | 4>1 | 5
0, 120 0 0 0 0 0 0
0, 1 -1 1 1 -1 -1 1
05 60 6 0 0 0 0 0
9, 5 -3 1 2 -1 0
05 30 6 2 0 0 0 0
0, 10 4 2 1 -1 0 0
0, 20 6 0 2 0 0 0
0, 20 6 0 2 0 0 0
05 10 4 2 1 1 0 0
oL 30 6 2 0 0 0 0
06 5 3 1 2 0 1 0
A 60 -6 0 0 0 0 0
07 1 1 1 1 1 1 1
o, 120 0 0 0 0 0 0

Noter que nous avons indicé ces caractéres de fagon a ce que si 6; = [1 TEZL,\)L alors 0, = [e Tg’(/\,)] ol A
est un partage de 5 et \’ est son conjugué.

Nous pouvons décomposer ces caracteres en irréductibles. Nous obtenons alors

01 =x1,1 +Xx1,2 +4x4,1 +4xa2 +5x5,1 + 5x5,2 + 6X6,1, 07 = x1,2
02 = x1,1 +3x4,1 + X4,2 + 3X5,1 + 2X5,2 + 3X6,15 05 = x1,2 + X4,2
03 = x1,1 +2x4,1 +2Xx5,1 + X5,2 + X615 05 = x12 + xa,2 + X5.2

04 = x1,1 +2x4,1 + X5,1 + X6,1, 05 = x1,2 + 2Xa2 + X52 + X6,1

05 = x1,1 + X4,1 + X5,1, 05 = x1,2 + 2X42 + X5,1 + 2X5,2 + X6,1

06 = x1,1 + X4,1, 06 = X1,2 + X4,1 + 3Xa2 + 2x5,1 + 3X5,2 + 3X6,1
07 = X115 07 = x1,1 +x1,2 +4xa1 +4xa2 +5x51 + 5xs,2 + 6x6,1

Nous pouvons observer comme pour les cas S, S3 et Sy qu’ il y a un seul caractere irréductible commun
afl T?(‘)\)] et e Tg’b\,)] pour chaque partage A. De cette facon, nous obtenons une bijection entre les caracteres
irréductibles de S5 et les partages de 5. Cette bijection est donnée dans la tableau suivant:

A 1>1>1>12>1 2>1>12>1 2>22>1 3>1>1 3>2 4>1 5

S5V X1,2 X4,2 X5,2 X6,1 X5,1 X4,1 X1,1

52



CHAPITRE 7
CARACTERES DU GROUPE SYMETRIQUE

Nous allons maintenant étudier les caracteres du groupe symétrique .S,,. Nous développerons la combi-
natoire nécessaire pour décrire les caracteres irréductibles de S,,.

Définition 7.1 Etant donné un partage de n tel que A : Ay > Ao > ... > A\x > 0. Alors nous dirons que
n est le poids de A, que nous noterons |A| et que k est la longueur de A, que nous noterons ¢(A). Nous
noterons aussi le partage A sous la forme 1°12%23% ...n on ¢; = |[{1 < j < k| A\; = i}|. Le contexte fera
en sorte qu’il n’y ait pas de confusion possible entre cette facon de noter les partages et les factorisations
d’entiers.

Exemple 7.2 Le partage A: 6 >6>3>3>3>22>12>12>1 est de poids A = 26 et de longueur
¢(A\) = 9. Nous aurions aussi pu noter ce partage sous la forme: \ : 13213362

Remarque 7.3 Pour le partage A : 1¢12%23% ... n  son poids est |[A| = Z?Zlici et sa longueur est
() =30 ¢

Nous avons rappelé en 4.7 que les classes de conjugaison de S, sont en bijection avec les partages de
poids n. Ainsi & un élément w € S, nous associons le partage A(w) = 1123 ... n de poids n, ou ¢;
est le nombre de cycles de longueur ¢ dans la forme cyclique de w et que deux permutations w et w’ sont
conjuguées si et seulement si A(w) = A(w’).

Lemme 7.4 Soit w € S, dont le type cyclique est donné par le partage A\(w) : 1¢12¢23% ... de poids
n. Alors la cardinalité de la classe de conjugaison cl(w) de w est

n!
o 1a (Cl!) 2¢2 (CQ!) c.emfn (Cn') ’

el (w))]

Preuve: S, agit par conjugaison sur cl(w) et cette action est transitive. Conséquemment |cl(w)| =
|S,|/|Stab(w)] on Stab(w) = {u € S, | vwu™! = w} est le stabilisateur de w dans S,,. Il faut maintenant
observer que si u € Stab(w) et que entier a € {1,2,...,n} appartient & un cycle C de longueur i de w, alors
u(a) appartient aussi & un cycle C’ de longueur 7. De plus, si b est aussi dans le méme cycle C que a, alors
b = wk(a) pour un entier k, u(b) appartient au cycle C’ et u(b) = w*(u(a)). En d’autres mots, I'image du
cycle C par u est déterminée par I'image d’un seul de ses éléments et que son image doit étre un cycle ayant
la méme cardinalité que C. Réciproquement si un élément u de S,, est tel que, si a appartient a un cycle C
de longueur 7 de w, alors u(a) appartient & un cycle C’ de longueur 7 et de plus si b est aussi dans le méme
cycle C et b = w”(a) pour un entier k, alors u(b) appartient au cycle C’ et u(b) = w*(u(a)), alors u est un
élément de Stab(w).

Notons par C; 1,Ciz2,...,C;¢: 'ensemble des ¢; cycles de longueur ¢ de w. Ainsi il y a ¢; choix pour
I'image de C; 1 par u et ¢ choix pour I'image d’un élément de C; 1 par u. Il'y a (¢; — 1) choix pour I'image
de Ci 2 de u et i choix pour I'image d’un élément de C; 2 de w. Il'y a (¢; — 2) choix pour 'image de C; 3 de
u et 4 choix pour I'image d’un élément de C; 3 de u et ainsi de suite. En procédant ainsi, nous parcourons
tous les éléments de {1,2,...,n} et la cardinalité de Stab(w) = 1°* (c1!) 2°2 (c2!) -+ -n (¢,!). Le lemme est
démontré.

Lemme 7.5 Soient un caractére x : S, — C et w € S,,. Alors x(w) € R.

Preuve: Parce que w et w~! ont le méme type cyclique, i.e. A(w) = Mw™1), alors cl(w) = cl(w™1).
Conséquemment

x(w) = x(w™) = x(w)
par la proposition 2.5 (b). Mais ceci signifie que x(w) € R.
Remarque 7.6 Nous verrons plus loin que tous les caracteres de S,, prennent que des valeurs entieres.

Notation 7.7 Dans ce chapitre, n désignera un entier positif > 1. Le cas Sy est trivial. Q[X], 'algebre
des polynomes par rapport aux indéterminées: x1, o, ..., T, a coefficients rationnels. X désigne I’ensemble
des indéterminées.
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Si P € Q[X] et w € Sy, alors nous désignerons par w - P le polynéme de Q[X] défini par

(w . P)(xl,xz, e ,xn) = P(iEw—l(l),.’Ew—l(Q), v ,xw—l(n)),
i.e. si
— Q02 (e}
P= E o 212y -y,
[e3
alors
. _ a (e %) L Qn _ QX (1) Cw(2) . Xy (n)
(w-P)= g o Ty () Tyl (g) Tyl gy = E ag T " Ty Tn
« «
ou, dans toutes ces sommes, a = (a1, Qa,...,ay,) € N" et de plus Pensemble des « tels que a, # 0 est fini.

Il est bien connu que nous obtenons ainsi une action linéaire de S,, sur Q[X], i.e. si w,w’ € Sy,
P,P' € Q[X] et c € Q, alors

w-(P+P)=w-P+w- P, w- (cP) = c(w- P), (ww") - P=w- (w - P).

Définition 7.8 Nous dirons qu'un polynéme P € Q[X] est symétrique (resp. antisymétrique) si et
seulement si w - P = P (resp. w- P = e(w)P) pour tout w € S,,. Rappelons que ¢ est le caractére signe de
Sh-

Notation 7.9 Nous noterons l’ensemble des partages A : Ay > Ag > -+ > A, > 0 de longueur £(\) <n
par P(n) et le sous-ensemble de P(n) des partages A : Ay > Ay > ... > A, > 0 strictement décroissants par
P4 (n). Aussi p désignera par le partage p: (n —1) > (n —2) >--->2>1>0. Il est clair que p € P, (n).

Pour un partage A : Ay > A > ... > A\, > 0 appartenant & P(n), nous noterons par V: le déterminant
suivant

r AL A1 A1 A1
T B R
A2 A2 A2 A2
Ty ) T3 Ty
A As Az Az As
\i - T T T ez
det (z] )19)an det 1 2 3 n
A A An A
Lz xy" xzt o-e- oz

Dans ce qui précede, si un partage A : A\; > Aa > A3 > ... > Mg > 0 est de longueur ¢(\) = k < n, alors nous
posons Agt11 = Ao = ... = A, = 0 dans la définition de V).

V) est une généralisation du déterminant de Vandermonde. En effet, V), est le déterminant de Vander-
monde.

Exemple 7.10 Si n = 2, alors

A PYIDY
Vai>a, = (271 23% — 27°23).

Sin =3, alors

4 4 o4
Ty Ty I3

4.3..1 1,43 3,14 1,34 4.1..3 3.4 .1

Viss>1 = det x‘;’ x% x% = T{T5x3 + XT{XT3 + TITHT3 — T1X3X3 — T{Tol3 — T]ToX3
1 1 1

Théoreme 7.11 (a) Si A € P(n), alors Vx est un polynéme antisymétrique de Q[X], homogéne de
degré |\| et divisible par V,.
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(b) Si A€ P(n)\ Py(n), alors Vy = 0.
(c) Le sous-ensemble des polyndomes antisymétriques de Q[X] est un sous-espace vectoriel de Q[X] pour
lequel {V\ | X € Py(n)} est une base.

Preuve: (a) Comme S, est engendré par I’ensemble des transpositions d’éléments consécutifs

5=l1 s o) @hn kD (49 o (o) | cvLSES(aoD,
il suffit alors de montrer que si - Vy = =V si 1 < k < (n — 1) pour vérifier que V) est antisymétrique.
sk - V) est égal a
95?2 xgz xzil x;c\j-l 3522 xiiz ey
dor | A a, el N, o | oy
Loy gy 37211 »’6211 x?" xziz e

par les propriétés du déterminant.

Par la définition du déterminant, nous obtenons que

Vi = Z e(w) x{\ulu)xf\f(z) e xi}?n)

weSy

Chacun des termes de cette somme est un monéme de degré |\| et conséquemment V) est un polynome
homogeéne de degré |\|.

Parce que V, est le déterminant de Vandermonde, alors

Vp = H (xl 7.%3').

1<i<j<n

Pour montrer que V) est divisible par V,, il suffit de vérifier que V) s’annule lorsque z; = x; (1 <i # j < n).
Mais si x; = x; dans la définition de V), alors les colonnes i et j de la matrice définissant V\ sont égales et
conséquemment Vy = 0.

(b) Si A € P(n) \ P4+(n), alors le partage A : Ay > Ay > ... > A, a au moins deux parts égales, disons
Ak = Ak+1. Dans ce cas, les lignes k et (k+1) sont les mémes dans la matrice (l';i)lgi,jgn et conséquemment
Vi =0.

(c) Tl est facile de vérifier que I’ensemble des polynémes antisymétriques de Q[X] est un sous-espace
vectoriel. Il nous faut maintenant montrer que ’ensemble {V) | A € P, (n)} est une base du sous-espace des
polyndnes antisymétriques.

Soit un polynéme antisymétrique P de Q[X], i.e.

«, (e [e3
pP= E Ao o1 25?0 alors (w- P) = E Aoz, " Vay @ ™ = e(w) g Ao X1 TS2 T
o « (03
ol, dans toutes ces sommes, o = (a1, o, ...,q,) € N” et de plus ’ensemble des « tels que a, # 0 est fini.
Donc

Aoy, 02,..an) = E(w) A0ty (1), (2) 5> Can(n) ) *
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Si a(ay,a0,...,an) 7 0, alors a; # a; pour tout 1 < i # j < n. Sinon il existe une paire (7, ) telle que
1 <i#j<neto =ca; Enprenant w comme étant la transposition de i et j, alors e(w) = —1 et

Aoy, 02,..an) = 5(w> Ao (1), 0 (2) s Qu(ny) — —Uar,@z,esan) 7 Olar,az,..an) = 0.
Conséquemment dans le cas ol a(q, as,...,a,,) 7 0, alors il existe une et une seule permutation w € S,

telle que av, (1) > Quy(2) > - - > Quy(n), 1. est un partage A € P4 (n). Nous avons donc a,
ay # 0. Nous pouvons alors écrire

Aoy A A
P = g ax E e(w) z] PV ay " gyt = E ax Vi

A1 > A2 > > A, EP4(n) weSy, AEPL(n)

aw(1)1aw(2)7---1aw(n)) =

ou {A € PL(n) | ax # 0} est un ensemble fini. Nous avons donc démontré que {Vy | A € P4 (n)} engendre le
sous-espace des polynémes antisymétriques de Q[X].

Il nous reste a montrer que les V) sont linéairement indépendants, i.e pour tout sous-ensemble fini £ de
Py(n), si
Za,\ V=0 alors a),=0 pourtout A € &

€€
Il nous faut utiliser l'ordre lexicographique suivant sur N™: (hq, ha, ..., hy) < (k1, ko, ..., ky) si et seulement
si le premier terme non-nul de la suite (k1 — hy), (k2 — h2), ..., (kn — hy) est positif > 0. Noter que si
tous les termes sont nuls, alors (h1,ha, ..., hy) = (k1,ke,..., k). Ceci est une relation d’ordre total. Si

At A >Xd > >\, €Pi(n) et weS, avec w # e, alors il est facile de vérifier que (A1, Aa, ..., Ap) >
(Aw(1)s Aw(2)s - -+ > Aw(n))- En effet, il suffit de considérer le premier entier k tel que w(k) # k et dans ce cas
w(k) >k, ()\j — )‘w(j)) =0sil<j<ket(A\— )‘w(k)) > 0.

Supposons que les V) ne sont pas linéairement indépendants. Alors il existe un sous-ensemble fini £ de
Pi(n) tels que

(%) Zak V=0 avec ay#0 pourtout A e€é.
e

Soit Amax 1 Ap > Ay > ... > A = max{\ € £}, ol le maximum est déterminé par rapport a <. Parce que

Vi = Z e(w)z} P20 @ 2y ™ pour tout A € Py (n),

weSy,
alors (x) est égal &
PIDY X,
OApax T Tp” - Tn” + E 2 xi\leZ T :Ef;" =0 = ax\. =0
(A1:A2,-sApn ) ENT
A<Amax

Mais ceci contredit notre choix de £. Nous avons ainsi montré que les V) sont linéairement indépendants.

Exemple 7.12 Revenons sur notre exemple 7.10. Si n = 2, alors

A1—1
A +A2—a—1
Vazae/Viso = Y afaptte .

CL:/\Q

Sin =3, alors
V42321/V22120 = 21293(T122 + X123 + T23).

Notation 7.13 L’anneau des séries formelles de puissance par rapport aux indéterminées: =1, xs, ..., Ty,
Y1, Y2, - - -, Yn & coeflicients rationnels sera désigné par Q[[X,Y]].
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Proposition 7.14 Dans Q[[X,Y]], alors nous avons lidentité suivante:

[1/(L—an) /A —21y2) - 1/ (1=a1yn)]
1/(1=aoy1) 1/(1—waya) -+ 1/(1—a2ys) n )
det | | ) | = V,(X) V,(Y) L[l T wm)
L1/ =any1) 1/(L=any2) -+ /(1= nya)
Notons qu’ici V,(X) désigne le déterminant de Vandermonde dans les indéterminées x1,xa, ..., x, et V,(Y),
le déterminant de Vandermonde dans les indéterminées yi,y2, - -, Yn-

Preuve: Rappelons que
V(X)= [] @i-x)
1<i<j<n
et que nous avons une expression similaire pour V,(Y") avec y; au lieu de ;. Nous allons montrer la proposition
par induction sur n. Le résultat est évident pour n = 1. Supposons que le résultat est vérifié pour tous
les entiers positifs strictement inférieurs a n. En effectuant les opérations colonnes et lignes suivantes dans
Vordre: Cj «— (1—2,y;)Cj, 1 <j<netL; — (1—-z;yn)L;, 1 <t < (n—=1)et C; «— C;—C,, 1 < j < (n—1),
on obtient alors

n n—1
det (1/(1 = ziy;)) 1 ; 1< = H (1= any;) ™" [H(l - xiyn)”] det(aij)i<ij<n

Jj=1 i=1
Otl . . .
(i — 2n) (Y5 — Yn)/(1 — 23y;), sil<i,j<(n—1)
(1 = znyn), sil<i<(n—1),j=n;
Qi =
0, sii:n,lgjg(n—l);
L sit=mn, j=n.

Des propriétés du déterminant, nous obtenons que

det (1/(1 = 293)) 1< s = [T =2y lﬁ(l - xil/n)ll [1:[(3% —an) (Wi —yn)| D

j=1

ou
D = det (1/(1 xiyj))lgi,jg(nfl)'
Par induction, le résultat est vérifié en combinant les termes.

Corollaire 7.15 Dans l'anneau des séries formelles de puissance par rapport aux indéterminées: 1,

T2y s Tn, Y1, Y2, ---,Yn €t 4 coefficients rationnels, alors le déterminant
[1/(1—tziyr) 1/(1—tarye) - 1/(1—toiy,)]
1/(1 —tagyr) 1/(1 —txoya) -+ 1/(1 —taayn)
det
L1/(1 —txnyn) 1/(1 —tzpye) - 1/(1 —txnyn)
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est €gal a

n

n{n— 1 -
"V V() | [T A=tz =Y 1 > @M |t
ij=1 iYj k=0 | xeP1(n)

A=k

Preuve: Pour démontrer la premiere égalité, il suffit de substituer a; par t'/2x; et y; par t'/?y; dans la
proposition 7.13. Il faut noter que

Vo(t' Py, t Py, 1 Py = T (8P — 622y =470 ] (@ —2y) = 7D/, (X)
1<i<j<n 1<i<j<n

et de la méme facon

Vp(tl/zyl,t1/2y2,...,t1/2yn) :tn(nfl)/4 H (yZ _yj) :tn(nfl)/élvp(y)'

1<i<j<n

Pour la seconde égalité, nous avons que

det (1/(1 = tziy;)) <, oy = =" [H(l - txiyw(i))_ll =) e(w) H <Z tmx?yf&i)>

wWESy, wESy, i=1 \m=0

%)

— tk ﬂx)\v(l) o x)w(n)y)\q,(l) . Au(n)
MDD 2 Stab(V)] ! ) Yot -
k=0 v,w€S, AA1=X2>...>An€P(n)

A=k

ou Stab(\) = {v e S, | ()\U(l), )\U(g), cee /\v(n)) = (A1, Ag, .

Mais nous pouvons voir que

2 : 2 : e(w) x/\v(l)x;\v(z) o x;\Lv(n)yM(l) Aoy Aun)

A pour At A >N > > N\, € P(n).

|Stab(N)| w(1) Yw@) Y
VWESy ANAIZA2> .. >AnEP(n)
A=k
} : } : 5(“)5(v) Au(1) _Aw(2) Av(n)  Au(1) . Au(2) Au(n)
= 7I ‘r -..x P
|Stab()\)| 1 2 n Y1 Yo Yn
XX 22> > A €P(n) u,wES),

A=k

= > mVA(X)VA(YF > )Y

XEP(n) AEPL (n)
[X|=Fk IX|=F

Noter que nous pouvons nous restreindre au cas ot A € Py (n) par le théoreme 7.11 (b). De plus dans ce
cas, Stab(\) = {e}.

Pour compléter la preuve, il suffit de substituer dans I’expression obtenue pour la deuxieéme égalité.

Définition 7.16 Etant donné un partage a : 14122 ... k* de poids |a| = k, alors nous définissons

(627

Pa=]] 1D 2| eqQlx].

i=1 | j=1
11 est tres facile de vérifier que P, est un polyndme symétrique homogene de degré |«|.
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Proposition 7.17 Dans l'anneau des séries formelles de puissance par rapport aux indéterminées: 1,

T2y s Tn, Y1, Y2,---,Yn €t a coefficients rationnels, alors
n o0 1
(1 —tay) L =) ¢* { ] P,(X)P,(Y)
Zgl ! kz::(] mlal;_kak 1o (aq)! 292 (ap)! - - - ko (o)
lo| =k
et )
P, (X)V,(X)P,(Y)V,(Y) = N(X)Va(Y
Y | POGEORMOGN = 3 BEOB)
a:l ll‘i‘i;-nan A‘E:"I](Vn)

ou N = n(n+1)/2. Notons qu’ici Po(X), V,(X) et VA(X) sont les polynémes définis précédemment pour
les indéterminées x1,x2,...,xn €t Po(Y), V,(Y) et VA(Y), ceux pour les indéterminées yi1,y2, ..., YUn

Preuve: Nous avons

H m:exp fZIH(lftxiyj) = exp Z% Zx;”y;"
ij=1 L | ig=1 m=1 ij=1
—exp |30 (Zl’i"> PN
_m:l =1 j=1
s b n am n o Fmam
_ - k 1
- kz:%t azlalg;m [1a1(a1)!2a2(a2)1 . ..k(xk(ak)!:| Po(X)Pa(Y)

Du corollaire 7.15, nous obtenons que la série formelle

> 1

t(n=1)/2 N 7 4k P (X)V,(X)P.,(Y)V,(Y

; Z ez e e T VeX) Pa(V) V()
la|=k

est égale a

o0

ST DD X)) |tk

k=0 | xePL(n)
IX=k

En comparant le coefficient de ¢V dans cette derniere égalité, nous obtenons

Z [1a1(a1)!2°‘2(a12)!~-~n°‘"(o¢n)!] Po(X)Vo(X)Po(Y)V,(Y) = Z VAX)OVA(Y).

@:1%12%2...n%n XEP L (n)
le]=n [Al=N
Définition 7.18 Une suite v : y1,72,-..,7n de n entiers de N est dite étre une composition de n si
Z:-L:l ~v; = n. Dans ce cas, nous disons que n est le poids de la composition et sera noté par |y|. A toute
composition 7 : y1,2, - .., ¥n de n, nous associons un sous-groupe S(v) de S, défini par

S(fY) :{we S7L|w({.u1+17.u2+2anu‘z+l}) :{/Li+17.ui+27"'a,u‘i+l} pour tOUt’L':O71,2,...,TL—1}
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ol po =0, u; = 22:1 e pour i =1,2,...,n. Il est facile de vérifier que S(7) est isomorphe & S, x S,, x
- x S, et en particulier [S(v)| = (71) (’Yz) o ()l

Pr0p051t10n 7.19 Pour toute composition v de n, notons par ¢\V): le caractére de la représentation
induite Indsziy)( ) de la représentation triviale du sous-groupe S(y) et, pour le partage o : 1912%2 ... n%n de

n, par (ba : la valeur du caractére ) sur la classe de conjugaison de S, correspondant au partage a. Alors
avec ces notations, nous obtenons
Z ¢(v) Txd? g

MI n

ou, dans la somme, v : Y1,72, - .., Yn Parcourt ’'ensemble des compositions de n.

Preuve: A cause de la proposition 5.4 et du fait que nous induisons de la représentation triviale, nous
obtenons que
[{z € Sn |2~ wz € S(7)}

¢ (w) = pour tout w € S,,.
) SO
Donc
y) € Sn X (cl(a) NS} [Snl lcl(a) N S()|
cl(a qg(v) o™ _ |{($ Y) ot qS((]) _ '
A PR K] l(a)] [507)
11 nous reste & décrire |cl(a) N S(7y)]-
Soit w € cl(a) N S(y). Parce que S(y) = S,, x Sy, x --- x S, , nous pouvons factoriser (sous cet

isomorphisme) w d’une et une seule fagon comme w = wyws ... w, avec w; € S,, pour 1 < i < n. Notons
le partage associé au type cyclique de w; par f; : 151282 .. 77/61". Consequemment w € cl(a) N S(7) siet
seulement si

oy =B+ Por+ ..+ B Mm=181+2012+...+npb
ag = B2+ Paa + ...+ B2 Yo =1001+2002+ ... +n 0o
(¥)  (syst.1) . et (syst.2)

Pour une solution simultanée (5;;) € Mat, «x»(N) de ces deux systemes d’équations, nous avons qu'il y

(7)!
1Bi1 (611)' 2Bi2 (ﬂﬂ)l .o .nBin (ﬂzn)'

éléments w; € S5, Ncl(B;) pour chaque 1 < ¢ < n. Ainsi en utilisant le lemme 7.4 nous obtenons

() () —
|CZ( ﬂS | - Z H 511 61 12[312(/@1,2)!...nﬁm(ﬂin)[ et ¢ Z H ﬂzl /612 . (ﬂzn)'

ol, dans les deux sommes, (;;) parcourt I’ensemble des solutions simultanées des deux systemes de (x).

n n @
) ,/8/. jﬁ/ jﬁ/
= I‘] Q;J ljx 27...:1; nJy
1) SIS 10 3 (MR EL LR

j=1 Li=1 3=1(8,)

ot, dans cette somme, (5;) € Mat,x,(N) satisfait le systeme (1) de (*) & la place de (5;;) et

Qi _ (a;)!
B Bogs oo By ) = BBt - (Bl
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est le coefficient multinomial.

En regroupant les termes, nous voyons que le coefficient de z]'x3? - - - 2} dans P, est

11 (s, - ,) = Z o=l

(8,) 3=1

ot, dans les deux sommes, (3;;) parcourt 'ensemble des solutions simultanées des deux systemes de ().
Nous avons cette derniere égalité parce

- () S ()!
1;[ (5@ 52]7 : 'a@g) T2 (85! _};[1 [( L (B! e z{n)!:|.

Mais comme I’ensemble des (8;;) et des (5;;) est le méme, nous obtenons que finalement

— 72 n
P, = g o) 2 2> ),

>
[v|=n

Définition 7.20 Soient un groupe fini G et des caracteres irréductibles y; : G — C de G. Alors nous
disons qu’une fonction de classe de la forme Y " | ¢; x;, ol ¢; € Z, est un caractére généralisé de G. Bien
entendu, un caractére est un caractere généralisé a cause la proposition 3.4. Nous aurions aussi pu définir
un caracteére généralisé en disant qu’il s’agit d’un fonction de classe de la forme (x — x’), ol x, x’' sont des
caracteres de G.

Lemme 7.21 Soit x : G — C un caractére généralisé du groupe G. Alors x est un caractére irréductible
de G si et seulement si (x, X)a =1 et x(e) > 0.

Preuve: Nous avons que x = >, ¢; X; o x; : G — C est un caractere irréductible pour tout 1 < < n.
Si maintenant (y,x)g = 1 et x(e) > 0, alors

n n n
G = <Za Xis D Ci X?,) =) =1
1=

i=1 =1 =1

Donc ¢; = 0 pour tout ¢ = 1,2,...,n sauf pour ¢ = j, ol j est un entier entre 1 et n. Dans ce dernier
cas, c? = 1. Conséquemment x = x; ou —x;. Mais cette deuxieme situation est & exclure, car x(e) > 0 et
x;j(e) > 0. Donc x est un caractere irréductible.

La réciproque est évidente.

Remarque 7.22 Pour tout partage « : 141292 ... n% de n, alors nous pouvons facilement vérifier que
P,V, est un polynéme antisymétrique de Q[X] de degré n(n + 1)/2. Par le théoréme 7.11 (c),

P, Vp = Z gl(x)\) Vi

XEP L (n)
[X=N

ot N =n(n+1)/2. Ici ¢ € Q.
Pour tout partage A € P (n) tel que |A\| = N = n(n+1)/2, nous noterons par £V): la fonction de classe

€N . S, — Q sur S, dont la valeur sur la classe de conjugaison associée au partage a de n est g&” pour
tout a.

Théoréme 7.23 (a) Pour tout partage X : \y > Ao > ... > X\, € Py(n) tel que |\ = N =n(n+1)/2,

alors
&N = Zg(w) el

¥,w
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ou, dans la somme, v : Y1,%2, .. .,Vn parcourt ’ensemble des compositions de n et w parcourt S, tels que
Ai =i +n—w(i) pour tout i, 1 < i <n. En particulier, €N est un caractére généralisé.

(b) {€XN | X € Po(n),|\| = N} est un ensemble de caractéres irréductibles de S,,, deuz-a-deuz orthogo-
naur entre eu.

Preuve: Nous avons de la définition de €™ que

PV,= Y v
X ePL (n)
IN|=N

Le coefficient de 23 232 . .. 2" dans le terme de droite de 'égalité est 58). Il nous faut maintenant développer
le terme de gauche de 1’égalité.

PV, =D ¢l 331“3:32--%;{"] lz e(w)z ("D gln=1mwn=1) L p(n—w(n)

v weS,
ou dans la premiere somme, v : 1,72, ..., Y, parcourt 'ensemble des compositions de n. Conséquemment
le coefficient de #3532 ... )" dans cette derniére expression est
> _e(w)ol)
5w
ou, dans la somme, 7y : v1,72,...,7, parcourt ’ensemble des compositions de n et w parcourt .S, tels que

Ai =i +n —w(i) pour tout 7, 1 < i < n. Donc (a) est démontré.

(b) A cause de (a) et du lemme 7.21, il nous suffit de vérifier que
N ) — 1, siA=u;
(5 & )G { 0, si\#u;

pour tout \, u € Py (n) et [\ = |u| = N; ainsi que €M (e) > 0 pour tout A € Py(n) et |\| = N, oll e est

éﬂ)

I’élément neutre de S,,. Nous utilisons ici le fait que £»’ € R par le lemme 7.5.

Nous avons que

N ew) L n! O £()
(5 > & )G ol %: [1@1(041)!2&2(@2)! ---nan(an)!} e

ou dans la somme « : 1%12%2 .. . n*" parcourt I’ensemble des partages de n.

A cause de la proposition 7.17, de la définition de €™ et €W, nous avons

> |y PEROREOGE) = 3 K
= ! 2)! n): A‘eﬁij\;‘)

o, dans la somme du terme de gauche, o : 1912%2 .. . n% parcourt I’ensemble des partages de n. Ce coté
gauche est égal a

1
EMVA(X EPVL(Y
L\ merm e |, 2, S0 | 3
[A|=N |u|=N
= Y (™€) nE)VL),
N uEP (n) G
[IX=lpl=N
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Nous avons ainsi que

SonEn) = Y (69, €9) MEVUY)

AEP L (n) A HEP L (n)
[X=N IX=|p|=N
: A1 A2 An g 1, H2 .
En comparant les coefficients de x{'xz5* - -zpmyi y5” - - - yh» pour chacune de ces expressions, nous

obtenons que
(gm §<u>> _ L osiA=g
’ e 0, siX#p;
pour tout A, € Py (n) et |A| = |u| = N.

Pour compléter la preuve, nous allons présenter dans le prochain théoréme la formule de Frobenius pour

le degré
n! Vp()\l, )\27 ey )\n)

OO - ()t

ouA: A\ > A >...> A, €Pi(n) avec |[A\| = N. Ceci completera la preuve, parce que nous aurons bien
que

Me) =

n!

A 2)! .. (A)! H (Ai —Aj) > 0.

T 1<i<j<n

§M(e) =

Théoreme 7.24 (Frobenius) Pour A : A\; > X2 > ... > A\, € Py(n) tel que |A\| = N =n(n+1)/2,

alors
n! Vp()\lv )\27 ey )\n)

O O ()

Me) =

Preuve: Comme le type cyclique de e est o = 1*. Nous devons ainsi calculer £7,. De la définition de
€A et de la formule pour le degré de la représentation induite obtenue & la proposition 5.2, nous obtenons

que
) ™) n! 1
W= e(w)ein =) e(w) [ } = (n)! e(w) {
' ;; ' % ()t (2)! - (ym)! ;; ()t (2)! -+ (ym)!

ou, dans la somme, 7y : 1,72, ...,7, parcourt 'ensemble des compositions de n et w parcourt S,, tels que

Ai =i +n —w(i) pour tout ¢, 1 < i < n. En posant

=0 pour tout m € N,m > 0,

et parce que v; = \; — n + w(i) pour les v et w dans la somme, nous obtenons

N _ 1
= (o) wgs:f(w) Ox —n+w(D) (a —n+ w@) - (O — -+ w(n)!

B 1 B (n)! (A)!
= (et 5 n+j>!>1<i,j<n - g o (o n+j>!)1<i,j<n'

Cette derniere égalité est obtenue apres avoir multiplié la ieme ligne de la matrice

par (A)!.
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La jéme colonne C; de la matrice

est de la forme

1 M= 1) (M —n+j+1) AP
1 Ae(Aa—=1)---(Ma—n+j+1) A

C'n, == : ) C] = : — 2' + Zakjck
1 M = 1) (A —n 45 +1) i)

pour certains ax; € Q pour 1 < j < n. En effectuant des opérations colonnes, nous obtenons que

dm(“m!> = V,(A1, A An)
()\Z_n+])‘ \<ijen P\ALy A2y e ey An )-

Le résultat est donc démontré.

Lemme 7.25 Soit un partage n:m1 > 19 > ... > n; > 0 de n. Posons

(i +n—1i), sil<i<k;
Ai =
(n—1), sik<i<n

Alors At Ay > Aa > ... > Ay > 0 est un élément de Po(n) tel que |A\| = n(n+ 1)/2 = N. Nous noterons
cet élément \ par A(n). De plus A : {n partage de n} — {\ € Py(n) | |\| = N = n(n+ 1)/2} défini par
n— A(n) est une bijection.

Preuve: Posons n; =0sii > k. Alors \; =n;+n—i>n1+n—9>n41+n—i—1= A1 et de ceci
nous obtenons que A € P4 (n). De plus

n

" . n(n—1
;)\i—;(ernz)—nJr(z)_N.

Donc A est bien définie. Il est facile de définir la fonction inverse de A.

Corollaire 7.26 Pour tout partage n:n1 > 12 > ... > > 0 de n, nous noterons par X" le caractére
irréductible €N ou X\ = A(n). Alors {x | n est un partage de n} est 'ensemble des caractéres irréductibles
de Sy,.

Preuve: Par le théoreme 7.23 (b) et parce que A est une bijection, nous avons que les ™ sont des
caracteres irréductibles distincts. Comme le nombre de classes de conjugaison de S, est le nombre de partages
de n, nous avons bien que {X(”) | n est un partage de n} est Pensemble des caractéres irréductibles de S,,.

Corollaire 7.27 Soient un caractére x : S,, — C de S, et w € S,,. Alors x(w) € Z.

Preuve: Par la proposition 3.4, nous avons que

n

x=>_06x")g X" ot (x,x")g €N
n

11 suffit donc de montrer que, pour tout partage  de n, nous avons que x (w) € Z. Considérons A € P (n)
tel que A(n) = X et soit le partage v : 121292 ... n® de n associé & la classe de conjugaison de S,, contenant

w, il nous faut vérifier que £ (w) = 5,(1)‘) € Z. Par le théoréme 7.23 (a), nous avons

£ =D ew) o)

¥,w
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ou dans la somme 7 : y1,72,...,7, parcourt 'ensemble des compositions de n et w parcourt S, tels que
Ai =i +n —w(i) pour tout 4, 1 < i < n. Mais 5 € Z, car ¢3 est le coefficient de 2]'2]? - - - 27 dans le

développement de P, selon la proposition 7.19. D’olt 58) € Z et le résultat est démontré.

Nous allons maintenant donner une autre formule que celle de Frobenius pour le degré de x(™: la formule
des équerres. Nous allons ensuite illustrer celle-ci pour expliquer pourquoi nous utilisons ce terme d’équerre.

Théoréme 7.28 (Formule des équerres) Etant donné un partage n i >n2 > ... >n >0 den et
son partage conjugué n' :my > nh > ... >mn, >0 o k' = 1. Pour chaque paire (i, j) telle que 1 < i < k,
1 < j <, notons (1+mn; + 1) —i—j) par h; ;. Alors le degré de X est

n!

(m) _
x'"(e) =
Hi,j hi,j

ot le produit est sur l'ensemble des paires (i,7) telles que 1 <i <k et 1<j <m;.

Preuve: Soit 'élément £ = A(n) : Ay > A2 > ... > A, > 0 de Po(n) correspondant au partage 1. Nous
avons montré au théoreme 7.24 que

n!
' VoA, Ags ooy An).

XM (e) = M (e) = O Ow) - Ol

Nous avons aussi que
VoA Az, o) = [ (vi— ).

1<i<j<n

Il nous faut donc montrer que

[T (A)!
1= — hi, ..
H1§i<j§n(/\i - )‘j) 1I[ !

Nous allons vérifier ceci en montrant les deux formules suivantes:

(Aa)!
Hi<j§n()‘i - )‘j)

(Aa)!
Hi<j§n()\i - >‘j)

i
:Hhiaj pour tout 1 <<k et =1 pour tout k <i<n.
j=1

Dans le cas de la premiére formule, il suffit de démontrer que {1,2,3...,\;} est la réunion disjointe de
{Ni—Nli<j<n}et{h,;|1<j<mn}t Westclair que {\;, —X; | i <j<n}C{1,2,...,\}, car
0 <A < Asii<j<n. Parce que 77;» <netl<jy,alors 17;-+1 <n+j. Doul <h;,; = (ern;fifjJrl) <
m+j+m—i—j)=m+n—i)=XNsil<i<ketl<j<m. Donc{h;;|1<j<n}C{l,2,...,\}si
1< <k.

Supposons que A\; — Aj = h; s o i < j <metl<j <, alors
(i =X) = O+ n=i) = +n—j) =+ ny =i =+ 1= hie

Donc 77;-, +n;=j+j —1loui<j<mnetl<j" <, Nous allons maintenant vérifier que ceci est impossible.
Sil<j<ketl<j <njalorsny, >jet(n,—j)+(n—j)=0 Si1<j<ketn <j <mn, alors
J=np et (0 —j)+my—J) < —2. Sik<j<n,alorsn; =0et (n), —j—j) < —2. Dans tous les cas,
nous voyons que 7}, +1n; # j +j' — 1. Donc {\; = Aj [i <j<n}n{hi;|1<j<n}=0.

Parce que [{h;; |1 <j<m}=m, H{M—XAjli<j<n}|=(n—1)et\ =(n+n—1), nous obtenons
bien que {1,2,3...,\;} est la réunion disjointe de {X\; — A; [i <j<n}et {h;;|1<j<m}et

(Ai)!
[Licj<n(Xi = X))

Mi
= H hi; pour tout 1 < < k.
j=1
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Dans le cas de la deuxiéme formule, nous avons que A; = (; +n—14) = (n—i)sik < i < net
Ni=XN)=mi+n—i)—(nj+n—7j)=(j—1) sii<j<n. Ainsi

(i) IRCE) N

[Licjcn@i=2A5)  ()(2)---(n 1)

La formule des équerres est ainsi démontrée.

Exemple 7.29 Supposons que n = 11 et que nous voulons déterminer le degré du caractere irréductible

x" correspondant au partagen:5>3>12>1 > 1. Nous obtenons au moyen de la formule des équerres que
11!
x"(e) = = 3080.
(9)(B)(4)(2)(1)(6)(2)(1)(3)(2)(1)

Dans la figure 1, nous avons indiqué pour chacune des cases du diagramme associé au partage n la valeur de
h;,; correspondante. Ces valeurs sont obtenues en comptant le nombre de cases dans ’équerre dont le coin
d’angle droit est cette case. Un exemple d’équerre est aussi illustré.

N exemple d'équerre

== BN B BN e 3 BN}

Figure 1

Exemple 7.30 Si 7 est le partage n de n, alors, par la formule des équerres, nous obtenons que le degré
du caractére x" est 1. Nous pouvons aussi déterminer ce caractére. Dans ce cas, A(n) = A : (2n — 1) >
n=2)>n-3)>...>1>0€Pi(n) et

X = €N = 37 c(w) 60

~,w
ou, dans la somme, 7y : 71,72, ...,7, parcourt ’ensemble des compositions de n et w parcourt S,, tels que
Ai =7 +n —w(i) pour tout 4, 1 <4 < n. Mais parce que w € S, et Ay = (2n — 1) = v +n — w(1), alors
n<(n-1+w(l)) =v <netlacomposition v est n,0,0,...,0. De plus la permutation w = e. Nous

obtenons ainsi que S(y) = S,,, x\" = ¢ = 1g,, le caractere trivial.

Exemple 7.31 Si 7 est le partage 1™ de n, alors par la formule des équerres, nous obtenons que le degré
du caractere x(" est 1. Parce que nous supposons que n > 2, alors le sous-groupe dérivé de S,, est le groupe
alterné A, et ainsi S,, a |S,/An| = 2 caractéres de degré 1: le caractére trivial 1g, et le caractére signe e.
Donc nous obtenons que x(" =& pour 7 : 1 en tenant compte de Pexemple précédent.

Nous allons maintenant analyser la décomposition en irréductibles de la restriction d'un caractere
irréductible de S,, au sous-groupe S((n — 1) > 1) = {w € S, | w(n) = n} = S,_;. Ce résultat nous
servira & obtenir une autre formule pour le degré des représentations irréductibles de S,. Il nous faut
initialement établir un résultat préliminaire.

Lemme 7.32 Soit A: Ay > Ao > ... > )\, >0 dans P(n). Alors nous avons

[Z zi| Va= Z Vi
=1 i=1
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dans Q[r1, 20, ..., 2n], oW XD A > X > >N 1 >N +H1> A > >\, >0€P(n).
Preuve: Nous avons

2| [le lz W) Tate) " Tl
=1

weS

>\1+1 A Aa+1 An A1 A An+1
2; 5(“’){ o) Tu@ " Tatny T Tu el "f”w<n>+"~+xw<1>xwi’<2>"'xw<n>]
WESH

n
= E Vi
i=1

Proposition 7.33 Soient un partage n:m1 >n2 > ...np >0 den et w € S, tel que w(n) =n. Notons
par w': ’élément de S,_1 défini par

W — 1 2 N () (n—1)
T lw() w®) ... win—-2) wh-1)
Soient les éléments i1 < is < ... < i; = k en ordre croissant de {1,2,...,k} pour lesquels n; > 141, i.e.
que nous avons
M=MN2=... =10y >Nig+1 = =Niy > Nigt1---Mij_y > Nij 41 =...7i; >0,

ou encore ces éléments correspondent aux coins inférieurs droits du diagramme. Pour tout m, 1 < m < j,
nous notons par 1™ : le partage de (n — 1) obtenu en remplacant la part n;, de n par n;, — 1, i.e. nous
enlevons le coin correspondant a i,,. Alors

J

(n) Z X n(’”))

m=1

Preuve: Fixons quelques notations. Le type cyclique de w sera noté par le partage a : 141292 .. na"
Comme w(n) = n, alors a; > 1 et a,, = 0. Le type cyclique de w’ sera noté par o : 12129 (n—1)® 1 et
nous avons que o =g —let aj =ag sil <k <n—1. Aussi p désignera 'élément p: (n—1) > (n—2) >

.>1>0de P4 (n), alors que p’ désigne I'élément p’ : (n —2) > (n—3) > ... >1>0de Py(n—1).

Nous avons

(07} O‘;
n n n—1 |n—1
:H Z‘T; GQ[Ilax27"'7xn] et Po/ H Zm; GQ[I17x27"'71'n—1]'
i=1 | j=1 i=1 | j=1
Donc
n—1
Pa(x17'r27"'7xn_17 Zx] x17$27"'7xn_1)'
Nous avons aussi
V, = H (i — ;) € Qlzr,22,...,2,] et Vy= H (i — ;) € Qlz1, 22, ..., Tp_1].
1<i<j<n 1<i<j<(n—1)
Donc
Vo1, 22, s Tp—1,0) =122 - - 21 Vy (21,22, ..., Tp—1).

67



Pour A: Ay > X >...> ), >0, posons A: (A —1) > Ay —1) > ... > (A1 — 1), alors

1T Tpo1V5(21,Z2, ., Tpo1), sl A, =0;
V/\(:EI; m27 ce ax’ﬂ717 0) =
0, si A, > 0.
Nous avons vu précédemment que
(1) PV, = Z EIVN (21, T2, ..., 20) € Qlar, T, . . ., 20
AEP (n)
IAl=n(n+1)/2
et N
Pa/vp/ = Z g((:z’ )V)\/(zlax27"'7xn—l) € Q[x17x27"'ax71—1]
NePy (n—1)
IN |=n(n—1)/2
Nous obtenons en posant x,, = 0 dans I’équation (1) et en utilisant les résultats précédents ainsi que le
fait que Q[x1,x2, ..., x,] est un domaine d’intégrité que

n—1 n—1
Soap| PuVp= 3 & o= |a| | X &w|= Y &
Jj=1 j=1

AEP 4 (n),An=0 NEePy (n—1) AEPL (1), An=0
[A|=n(n+1)/2 I |=n(n—-1)/2 [A|=n(n+1)/2

Par le lemme 7.32, nous avons
n—1 n—1
E Zj V)\/ = E V)\/(i)
j=1 i=1

oU N A >N > >N >N+ I>N > >N, >0eP(n—1)

En utilisant ceci, nous obtenons alors

n—1
T (zv> S
=1

NeP, (n—1) AEPL (), An=0
I |=n(n—1)/2 [X=n(n+1)/2

En comparant les coefficients de ces deux expressions dans la base {V; | A € P, (n)}, nous obtenons pour
A €P(n)avec \p, =0et |A| =n(n+1)/2 que

(1) & =3¢l

2\

otl, dans la somme, \' € Py (n — 1), |N|=n(n—1)/2 et N = X pour uni =1,2,...,n.

Si maintenant A = A(n) : Ay > X > ... > A, >0, 0un:m =m0 > ... > > 0 avec k < n, le.
7 n’est pas le partage 1 > 1 > ... > 1 de n, alors A\, = 0. Maintenant si X’ apparait dans la somme (7)
ci-dessus et = A" () 1} > mh > ... > 1, >0, alors 7 est un partage de (n—1). Si X' = )\, alors nous
avons A : (A1 —1)> A —1)>...> N1 —1) > (N —2) > (Ng1— 1) > ... > N, _; > 0. Mais comme
X € Py(n—1), alors nous devons avoir (A\; —2) > (Aj11—1),1ie. (ni+n—i—2)> M1 +n—(i+1)—1) <
ni > Niw1. Dans ce cas 7' est n("™) défini dans 1’énoncé de la proposition. Réciproquement pour chaque 7™,
alors \ = A(n(™) est un des X' apparaissant dans la somme (). Nous avons donc

J
’ (m)
XD =€) =300 = 3\
A/

m=1
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Il nous reste a considérer lecasoun:1>1> ... > 1, ie n: 1" Mais X(") = ¢ dans ce cas comme nous
lavons vu & I'exemple 7.31. Mais la restriction du caractere signe de S,, & S((n—1) > 1) est le caractére signe
de S,_1 et son diagramme est le partage 1"~ de (n — 1). La proposition est ainsi trivialement vérifiée.

Définition 7.34 Etant donné un partage n : m1 > 1y > ... > ni de n, alors un tableau standard
de Young est un remplissage des cases du diagramme associé a i avec les entiers de 1,2,...,n de fagon a
ce qu’il n’y ait aucune répétition, que les entrées sur chaque ligne croissent de gauche a droite et celles sur
chaque colonne croissent de haut en bas. 7 sera la forme du tableau. Nous noterons ’ensemble des tableaux
de forme n par T (7).

Exemple 7.35 Le tableau suivant est un tableau standard de Young pour le partage n:5 >3 > 1 >
1>1:

125611
317110
4
8
9
Figure 2

Corollaire 7.36 Etant donné un partage i my > My > ... > > 0 de n, alors le degré de x\") est
X" (e) =T ().

Preuve: Nous allons utiliser les mémes notations que celles de la proposition 7.33. Soient les éléments
i1 <i2 <...<1i; =k en ordre croissant de {1,2,...,k} pour lesquels n; > 1;41, i.e. que nous avons

1’]1:772:...:77il>77i1+1:.~~:77i2>77i2+1~'77ij,1 >777;j71+1:...77i]. >0,

ou encore ces éléments correspondent aux coins inférieurs droits du diagramme. Si T est un tableau standard
de Young de forme 7, alors I’entrée n doit étre a la ligne i,, et colonne 7, pour un certain m, 1 <m < j.
Ceci nous permet de partitionner ’ensemble 7 (1)) des tableaux standards de Young en j sous-ensembles

Tm) =[] 7'0"™)

m=1

ot 7' (n(m)) est 'ensemble des tableaux standards de Young de la forme n ayant ’entrée n a la ligne i, et
colonne 7, . Mais il est clair que que 77(n(™)) est en bijection avec 7 (n™)). Ainsi

Tl =D 1T

Pour démontrer le corollaire, il suffit de procéder par induction sur n. Alors

XP(e) = 3" X" e) = ST T ™) = 1T ().

m=1 m=1

Proposition 7.37 Soient deux partagesn :m1 >ne > ...>n>0et pu:pp > po > ... > ug >0 de
n. Sin>3 et [x™ ‘J’g?n—1>1)] =[x lg?’n—1>1)]7 alors 1 = . En d’autres mots, X"V est déterminé par sa

restriction au sous-groupe S(n —1>1) = S, lorsque n > 3.
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Preuve: Soient les éléments i1 < i3 < ... < i, = r en ordre croissant de {1,2,...,7} pour lesquels
7; > Miy1 et les éléments j; < jo < ... < jq, = s en ordre croissant de {1,2,...,s} pour lesquels p; > pj41.
Par la proposition 7.33, alors

» q
(m) Sn _ S = .
> X = g ) = X L syl = Y X

m=1 m/=1

ott (™) est le partage de (n— 1) obtenu en remplacant la part n;, de n par (n;, — 1) et ,u(m/) est le partage
de (n — 1) obtenu en remplacant la part p; , de p par (p; , —1).

Les partages n(™), (m = 1,2,...,p) sont deux-a-deux distincts. De méme les partages ,u(m/), (m' =

1,2,...,q) sont deux-a-deux distincts. Conséquemment p = ¢ et il existe une permutation 7 : {1,2,...,p} —
{1,2,...,p} telle que ™) = p=(™) pour tout m, 1 < m < p.

Si p =1, alors 1 peut étre soit le partage n ou soit 1™. De méme, i peut étre soit le partage n ou soit
1. Mais si 77 : n, alors (1) : (n — 1), alors que si 7 : 17, alors n(*) : 17~ De méme pour . Comme n > 3,
alors n(Y) = (. Nous obtenons alors que 7 = .

Nous supposons maintenant que p > 2. Ainsi 7Y = x(™") pour un certain m/, 1 < m/ < p. Si jp < i1,

alors py =1, 2 = M2y -y My, —1 = N, ,—1, M4, =N, + 1, 45, ,+1 =14 ,+1,--.. Mais nous obtenons ainsi
quen; ,—1=>mn;,+1>mn; ,etjn —1<i; contredisant notre définition de 'ensemble i1 < o < ... < ip.
Si fps > i1, alors gy = M1, f2 = N2y oeny fhig—1 = Dig—1, iy = (Miy - 1),.... De ceci, nous obtenons que
ji = (iy — 1), car ;y = mg = ... = 1;,. Mais comme p = n(™") pour un m”, 1 < m” < p et que

imr > (i1 — 1), nous obtenons une contradiction car alors p;,—1 = (9;,—1 — 1) # n;;,—1. Donc i1 = j,v et
n=p.
Proposition 7.38 Soient un partage n : m > m2 > ... > m > 0 de n et son partage conjugué

0oy >mh > 0>, > 0. Alors ex™ est un caractére irrédictible de S,, et ex" = ). Ici e est le
caractére signe et n > 2.

Preuve: ex est un caractere de S,,. Comme

n

(XX, = 157 Y elwx ™ (w)e(w)x ™ (w) = SL Z wx(w) = (" x"M)g =1,
n €Sn

alors ex( est un caracteére irréductible. Nous allons maintenant montrer que ex(" = X("/) par induction
sur n.

Sin = 2,alors Sy a exactement deux caracteres irréductibles: 1 = X(Q) et £ = X(lzl). Mais dans ce cas,
nous avons bien que ex( = (7).

Sin > 3 et que le résultat est vérifié pour les entiers < n. Notons 1 : 11 > 12 > ... > n, > 0. Soient les

éléments i1 < ig < ... < i, =r en ordre croissant de {1,2,...,r} pour lesquels 7; > 7,41. Comme ex est
irréductible, alors il existe un partage p : pq > pio > ... > s > 0 tel que ex(™ = x(#). Soient les éléments
J1 < j2 <...<jq=sen ordre croissant de {1,2,...,s} pour lesquels p; > p;11. Alors
L (m) £ (™) L )m)y L (m")
S'n, _ m _ m m N m _ n S'n,
[Ex(n) lS(n—121)] = ¢ (Z Y )> - Z ) Z X((n Z x# = [X(/) lS(n—lzl)]
m=1 m=1 m=1 m/=1

par hypothese d’induction et & cause de la proposition 7.33. Mais de ceci, nous obtenons que pu = 7’.

Nous allons maintenant présenter une approche récursive pour déterminer les caracteres de .S,,. Nous
avons besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemme 7.39 Soit w € S,,. Alors Zle(w(z’) —1i) >0 pour tout 1 < k <n. De plus Zle(w(i) —i)=0
pour tout 1 < k < n st et seulement si w = e.

Preuve: w({1,2,...,k}) est un sous-ensemble de k éléments de {1,2,...,n}. Il est clair que la somme
des éléments de tout sous-ensemble de k éléments est > Zle i. Donc Zle(w(z) —1)>0.
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Si w = e, alors il est clair que Zle(w(i) —14) > 0 pour tout 1 < k < n. Si w # e, alors il existe un
entier m, 1 < m < n tel que w(m) # m et w(i) = ¢ pour tout 1 < i < m. Dans ce cas en prenant k = m,
nous obtenons Y., (w(i) — i) = w(m) —m > 0.

Notation 7.40 Etant donné une composition vy : y1,72,...,Vn, alors nous noterons par *: le partage
de n obtenu en réarrangeant les parts de v en ordre décroissant. Nous dirons que ¥ est le partage associé
a la composition .

Définition 7.41 Etant donné une composition YY1, - - -3 Yn de n, alors 907) désignera le caractére

de la représentation induite [ ndg’(gy)(e), ot g : S() — {1} est le caractere signe. Rappelons que ¢() est le

caractere de la représentation induite I ndg’(‘w) (1).

Lemme 7.42 Etant donné une composition ¥ : ¥1,%2, - - -, n de n. Alors 90 =g ¢,

Preuve: Pour w € S,,, nous avons

x o lwe
ﬂ(V)(w) — L Z E(aflwx) _ 1 Z s(w) _ s(w) |{ €S | € S(’V)H

8t £ ISl &= 1S(7)l
z—lwzeS(v) z=lwzeS(y)
= e(w) ¢ (w)
Lemme 7.43 Soient une composition v : y1,%2, - -.,Vn de n et son partage associ€ . Alors

) = ¢ et 9 = g3,

Preuve: Parce que ¢() (resp. ¢V)) est le caractere de la représentation induite Ind?(lw)(l) (resp.

Ind?(y) (1)), alors

o (w) =

Hz € Sy | atwz € S(v)} {fres, |z wr e S(W’)H)
1S()] IS ()]

pour tout w € S,,. Mais il est facile de vérifier que les deux sous-groupes S(7y) et S(¥) sont conjugués dans
Sy, i.e. il existe y € S, tel que S(¥) = yS(y)y~*. Donc

(resp. ¢ (w) = |

{reS, |z 'wre SH)={z €S, |v wr cyS(y)y '} ={r €S, |y o twry € S(v)},
{z € Su a7 wa e SO} =z € Su |z lwz e SY,  ISMI=ISHI et ¢ (w) =D (w).

Nous avons ainsi montré que ¢(7) = ¢, A cause du lemme 7.42, alors nous obtenons que ¥ = (1),

Définition 7.44 Soient deux compositions 7y : v1,7v2, ..., ¥n €t v 1, Y%, - - -, 7, de n, alors nous dirons
que 7' domine ~ si et seulement si

J J
Z%’ < Z’y{ pour tout j,1 < j < n.
i=1 i=1

Nous écrirons alors v<47'.

Remarque 7.45 Il est facile de montrer que

(a) < est une relation d’ordre partiel;

(b) v<¥ pour toute composition vy de n;

(c) parmi tous les partages de n, alors le partage 7 : n est le seul maximal relativement & < et
(

d) parmi tous les partages de n, alors le partage 7 : 1" est le seul minimal relativement & <.
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De plus, il est possible de vérifier quesin:m >nm2 > ... > 1. >0et A: Ay > Ao > ... > g > 0 sont
deux partages de n et i, )’ sont les partages conjugués de i et A respectivement , alors n<\ si et seulement
si M <n’. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci.

Théoréme 7.46 Soient un partage n de n et son partage conjugué n’. Alors

(a) oM = 4 Z A
I

ot an, € N et, dans la somme, p parcourt ’ensemble des partages de n tels que pn #n et np, et
(b) 9 = ) 4 Z wa(u)
n

ot by, € N et, dans la somme, p parcourt ensemble des partages de n tels que pn # 1 et p<dn.

Preuve: Posons N = n(n + 1)/2. Soit un partage « : 1412%2...n% de n. Nous allons démontrer (a)
par induction inversée. Pour le partage 7 : n, nous avons vu a 'exemple 7.30 que ¢ = lg, = XV, Ainsi
(a) est vérifié pour le partage maximal relativement & < parmi 'ensemble des partages de n. Considérons
le partage 1 : 11 > m2 > ... > ng > 0 et supposons maintenant que la formule (a) est vérifiée pour tous les
partages u # 1 et n<du. Posons npy1 = ... =n, =0.

Nous avons vu que

Pu(X)V,(X) = Y PVa(X).

XEP ()
IA|=N
e 32 . m+n—1_mna+n—2 Nn , .
Considérons le coefficient de x T sz our chacun des termes de cette équation. Le terme du
1 2 n

cOté gauche est égal a

Z (b((]) x?lx’2‘/2 .. CL';YL“‘| [ Z E(’LU) m;lfw(l)ngw@) o -'L'Z_w(n) 7
~

weSy,

ou, dans la premiere somme, y parcourt I’ensemble des compositions de n. Conséquemment le coefficient de

a2 i dans cette expression est
o + el
5w

ou, dans la somme, 7y : y1,72, - - ., Yo parcourt 'ensemble des compositions de n, v # n et w € S, tels que

+n—wl)=m+n-1 y=m+w(l)-1

Yot+n—w2)=n+n—2 Yo =12 + w(2) — 2

i.e.
Yn + 1 —w(n) =n, Yo = 1n +w(n) —n

A cause du lemme 7.39, nous avons que 7<7.

. . . - . -1 -2
En utilisant I'ordre lexicographique, nous pouvons vérifier que le coeflicient de x;’lJr” mQﬁn .

dans
> VLX)

AEP ()
X|=N

o
xn

estﬁg\)zxgﬂ ouA:(m+n—1)>m+n—2)>...>n,.
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Du lemme 7.43 et de ce qui précede, nous obtenons

O+ ew)el) = x> o =X =Y e(w)ol) = xP =D e(w)el)
v,w

v,w v,w

S g = X = 5 e(w)p®

v,w

ou 7 et w sont définis ci-dessus.
Comme 7 # 7, n<d-y et <+, alors nous pouvons utiliser notre hypothése d’induction pour le caractere
¢, ie.
e =) 4 Z awx(#)
”w

ou ay, € N et, dans la somme, p parcourt ’ensemble des partages de n tels que p # ¥ et ¥<au. En
substituant ceci dans 1’équation pour ¢(, nous obtenons que

(a) pM = (D 4 Z awx(u)
"

ol an, € Z et, dans la somme, p parcourt ’ensemble des partages de n tels que p # 1 et n<au. Nous
obtenons finalement que les coefficients a,,, € N parce qu’il s’agit de la décomposition du caractere &M en
irréductibles. Ainsi (a) est démontré.

Nous allons démontrer (b) par induction. Pour le partage n : 1™, alors " : n. Nous avons vu & ’exemple
7.31 que x = . Conséquemment 90" = Eqﬁ(”/) =e=x". Ainsi (b) est vérifié pour le partage minimal
relativement a < parmi tous les partages de n.

Considérons le partage n : 1 > 13 > ... > n > 0 et supposons maintenant que la formule (b) est vérifiée
pour tous les partages p # 1 et pu<n. Notons le partage conjugué de n par ' : nf > np > ... > 1n;, > 0 par
Posons 7;,,; = ... =1, = 0. Nous noterons aussi par (): la valeur du caractere signe sur la classe de
conjugaison correspondant au partage a : 1412%2 ... n% de n, i.e.

5(0[) = (_1)(71*06170427...,0(").

Par le lemme 7.42, 19((]) = E(a)(b((]) pour toute composition v de n.
Nous avons que

Pa(X)V,(X) = D &0Va(X) = s(@Pa(X)Vp(X) = Y e()gMVa(X).
/\673+(n) )xE'P+(77.)
[A|=N IX|=N
Considérons le coefficient de x?1+n71m;’é+n72 .
cOté gauche est égal a

’
-~ xym pour chacun des termes de cette équation. Le terme du

V) V2 L n—w(l) n—w(2) . en—w(n
E 9 22 ~xnll [ E e(w) zy Ty xn ),
vy wESy,

ou, dans la premiere somme, v parcourt I’ensemble des compositions de n. Conséquemment le coefficient de

ny+n—1_nh+n—2 . :
x Ty ---xn" dans cette expression est

90 4+ " e(w)y)
¥, w

otl, dans la somme, 7 : v1,72, ..., vV, parcourt I’ensemble des compositions de n, v # 7’ et w € S, tels que
mtn-—wl)=n+n-1 n=mn+wl)-1
Y2 +n-—w2)=mn+n-—2 Y2 =y +w(2) -2
i.e.
Yo +n —w(n) =n), Yo =1, +w(n) —n
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A cause du lemme 7.39, nous avons que i’ 47.

En utilisant l'ordre lexicographique et la proposition 7.38, nous pouvons vérifier que le coefficient de

’ 1 ’ _9 ’
x;h'm x22+n cooapr dans
A
> (@) Va(X)
XEP (n)
IX|=N

est (o) M= s(a)xgﬂ) = olt A M+n=-1>mh+n—-2)>...>n,.

Du lemme 7.43 et de ce qui précede, nous obtenons

O00 +3 e =X = 0 = x =D e(w)d) =X = e(w)ol)
¥, w

= 90 = _ Zg(w)qg(#)
v, w
ou v et w sont définis ci-dessus.

Comme 7’ # v, ' 47 et v<44, alors ' <44. Par 7.45, 4/ 4n et nous pouvons utiliser notre hypothese
d’induction pour le caractere 9(7), i.e.

9D = G 437 by

14

ou by, € N et, dans la somme, p parcourt 'ensemble des partages de n tels que p # 4’ et p<4’. Nous
avons alors u<7. En substituant ceci dans I’équation pour 19(7’/), nous obtenons que

PERINU I N
n

ou by, € Z et, dans la somme, p parcourt I’ensemble des partages de n tels que p # 1 et u<n. Nous

obtenons finalement que les coeflicients b,,, € N parce qu’il s’agit de la décomposition du caractere 9" en
irréductibles. Ainsi (b) est démontré.

Remarque 7.47 Le théoréme précédent nous permet de donner une autre facon de définir x( pour
tout partage 7 de n en posant que x(™ est Punique caractere irréductible apparaissant dans la décomposition
en irréductibles de ¢ et ¥("). Dans chacune de ces décompositions, x (" apparait avec 1 comme coefficient.

Ce théoréme nous permet aussi de calculer récursivement x( en utilisant la relation de dominance et
les caracteres induits.

Les coefficients a,,, dans la formule (a) sont appelés les nombres de Kostka. Ils peuvent étre caractérisés
combinatoirement. Il existe aussi des interprétations géométriques de ces nombres.
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CHAPITRE 8
CARACTERES DU GROUPE ALTERNE

Nous allons premierement étudier le groupe alterné As et déterminer sa table de caractéres en analysant
la restriction des caracteres irréductibles de S5 a As. De cette facon, nous obtenons presque tous les caracteres
irréductibles de As. Les manquants sont obtenus au moyen d’un argument élémentaire. Nous déterminerons
ultérieurement la table des caracteres de A,, pour n > 2 en analysant la restriction des caracteres de S,,. Le
fait que A,, soit un sous-groupe normal de S,, d’indice 2 permet de relier les caracteres de S,, avec ceux de
A,,. Nous analyserons cette relation dans un cadre général: celui d’'un sous-groupe normal H d’un groupe
fini G dont I'indice est 2.

Montrons premierement que As est isomorphe au groupe spécial linéaire SL2(F4) sur un corps fini Fy
ayant 4 élément. Rappelons que SLa(Fy) = {M € Matoyxo(Fy) | det(M) = 1}.

Lemme 8.1 Le groupe alterné As est isomorphe d SLa(Fy).

Preuve: Ces deux groupes ont le méme nombre d’éléments. En effet,

5! (42 —1)(42 — 4)

Nous allons maintenant définir un monomorphisme ¢ : SLy(Fy4) — S5. Nous vérifierons plus tard que Aj
est contenu dans I'image de ¢. De tout ceci nous aurons notre isomorphisme. Pour définir ¢, considérons
premi¢rement 'espace projectif P*(F,) des droites vectorielles de F3. Cet ensemble a 5 éléments. Pour fixer
les notations, le polynome 2 +x+1 est irréductible sur Fy et ainsi Fy est isomorphe & Fy[x] /(2% 4+ 2+ 1)Fa[z]
ou encore que F, est obtenu par adjonction d’un élément a & Fy tel que a® = 1 + a. Ici nous utilisons le
fait que la caractéristique de Fg est 2 et ainsi —1 = 1. Avec ces notations,

Pl(F4):{L1:F4<é), Lg:F4<?>, L3=F4G>, L4:F4(;), L5:F4<1ia>}.

Si g € SLy(Fy) et L € PY(Fy), alors g(L) € P'(Fy). De plus, si g(L;) = g(L;), alors i = j. Ainsi nous
pouvons définir une permutation ¢(g) € S5 pour tout g € SLo(F4) en posant g(L;) = Lg(g)) pour tout
1 <i<5. 1l est facile de vérifier que ¢ : SLa(Fy) — S5 est un homomorphisme.

¢ est un monomorphisme. En effet, si
_fa
9=\ ¢

g(Ly)) =L = Fy <

) € erto)

QL

alors

) .
g(L2) =Ly = F4<Z>:F4<(1)> = b=0;
)

g<L3):L3 = F4<Cdl :F4(1) = a=d.

Mais nous avons aussi que det(¢g) =1 = ad = a? = 1. Nous obtenons alors que

=1 = a*+1=0 = (a+1)? = a=1

gZ((l) ?)’ ker(¢):{((1) ?)} et ¢ est injectif.
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Nous pouvons noter que

gb((l) 1):(1,2,3)(4)(5) et qb(g }ig)=(1,2,3,4,5).

Comme Aj est engendré par le 3-cycle (1,2,3)(4)(5) et le 5-cycle (1,2,3,4,5), alors A5 C I'mage(¢). En
considérant les cardinalités et l'injectivité, nous obtenons que As = Image(¢) et ¢ est un isomorphisme
entre SLQ(F4) et A5.

8.2 Classes de conjugaison de As;. Nous allons maintenant déterminer les classes de conjugaison
de As. Parce que As est un sous-groupe normal de S5, alors toute classe de conjugaison clg,(w) de S5 a
soit une intersection vide avec As ou est soit complétement incluse dans As. Dans ce dernier cas, cette
classe clg, (w) n’est pas nécessairement une classe de conjugaison de As, mais plutét une réunion de classes
de conjugaison de As, plus précisement d’au plus deux classes de conjugaison de As de méme cardinalité,
car S5 est la réunion disjointe de A et gAs ott g € S5\ As. En utilisant ceci et en considérant les classes
de conjugaison de Ss, nous obtenons que les classes de S5 correspondant aux partages: 1°, 1122, 123!, 5
sont incluses dans As. Si nous analysons chacune de ces classes, nous obtenons facilement que toutes sont
des classes de conjugaison de As sauf celle correspondant au partage 5. Dans ce dernier cas, celle-ci est la
réunion de deux classes de conjugaison de As: 5 et 5”. Nous obtenons ainsi le tableau ot A est un partage
de 5 avec deux cas lorsque A : 5

A 1>1>1>1>1 | 2>2>1 | 3>1>1 | 5 | 5"
lela, (V)] 1 15 20 12 | 12

8.3 Table de caractéres de A;. Nous pouvons maintenant restreindre les caracteéres irréductibles de
S5 au sous-groupe As et déterminer dans quel cas nous obtenons un caractere irréductible. Nous allons
utiliser les notations de la section 6.17 du chapitre 6 pour les caracteres irréductibles de S5. Ces restrictions
sont données dans le tableau suivant.

1>1>1>1>1 | 2>2>1 | 3>1>1 5 | 5

(21212120 |55 1 1 1 1 1
[X(2212121) liﬂ 4 0 1 -1 -1
[X(22221) liSs] 5 1 -1 0 0
[X(32121) lss] 6 -2 0 1 1
[x(322) 55] 5 1 -1 0 0
[X (4>1) ] 4 0 1 -1 -1
[x° f;;] 1 1 1 1 1

Nous pouvons noter que certains caractéres irréductibles de S5 lorsqu’ils sont restreints a As donnent
le méme caractére. Si nous observons quels sont ces caractéres nous voyons aussitot qu’ils correspondent
aux paires de partages: 1 et son conjugué n’. Ceci est une conséquence du fait que X(”/) = EX(") pour tout
partage n de 5 et que € est constant et égal a 1 sur As.

Notons ces caracteres distincts de A par

P = (OS2I | S5] g o [ORIZIED |5 g [ (@22220) 15 g [ (32120 %5,
Si nous calculons alors le produit hermitien pour chacun de ces caracteres, nous obtenons
(Y1, ¥1)as =1, (Y1, Ya)a, =1, (Y5, ¥s)a, =1, (0,0)a, =
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De ceci, nous pouvons conclure que 1, 14 et 15 sont trois caracteres irréductibles de As, alors que 6 est la
somme de deux caractéres irréductibles distincts. De plus comme

(Y1, )a; =0, (Y1, 0)a; =0, (Y5, 0)a, =0,
alors 0 est la somme (6’ + 0"”) de deux caracteéres irréductibles 8’ # 0" distincts de 11, ¥4 et ¥s.

Comme Aj a 5 classes de conjugaison, alors il y a 5 caracteres irréductibles. Ce sont donc 1, 14, Vs,
0" et 0”. 1l nous reste plus qu’a calculer les valeurs de ¢’ et 6.

Si nous considérons les degrés de ces représentations, nous avons ’équation
60 =12 +42 + 52+ (0'(e))> + (0"(e))> = (0'(e))* + (0"(e))* = 18.

Comme 0'(e),0"”(e) € N, alors il y a une seule possibilité 6'(e) = 8”(e) = 3. Parce que § = 6’ + 6", nous
avons la table de caracteres suivante dans laquelle il nous reste a déterminer a, b, c,d € C.

1>1>1>1>1 | 2>2>1 | 3>1>1 5 5
W 1 1 1 1 1
s 4 0 1 1 1
s 5 1 1 0 0
0 3 a b c 1—-d
0" 3 —-2—a —b 1—c¢ d

Siwéecla,(2>2>1) (resp. cla,(3>12>1)), alors w™! € cla, (2 >2>1) (vesp. cla. (3 >12>1)),
car w™! a le méme type cyclique de w. De ceci, nous obtenons que

a=0(w)=0(w)=0(w)=a (resp. b=0(w)=0(w"')=0(w)=0>)
et conséquemment a,b € R.

Nous pouvons déterminer des représentants pour chacune des classes: 5" et 5”. Il est facile de vérifier
que les 5-cycles (1,2, 3,4,5) et (1,2,3,5,4) ne sont pas conjugués dans As. Disons que la classe ¢l (5') (resp.
cla,(5")) contient le 5-cycle (1,2,3,4,5) (resp. (1,2,3,5,4)). Notons que (1,2,3,4,5)"% = (1,5,4,3,2) est
conjugué dans As & (1,2,3,4,5) et (1,2,3,5,4)~! = (1,4,5,3,2) est conjugué dans As a (1,2,3,5,4). De
ceci, nous obtenons que ¢ € R et d € R comme ci-dessus. En effet,

c=10((1,2,3,4,5) = 0'((1,2,3,4,5) ") = 0'((1,2,3,4,5)) =¢ et
d=10"((1,2,3,5,4)) = 0"((1,2,3,5,4)" ) = 0"((1,2,3,5,4)) = d.
Conséquemment ¢, d € R.

Parce que a € R et en utilisant la proposition 3.11, nous obtenons en considérant la classe cl4. (2 > 2 > 1)
avec elle-méme que

60
12+12+a2+(—2—a)2:B:4 = a=-1
Parce que b € R et en utilisant la proposition 3.11, nous obtenons en considérant la classe cl4, (3 > 1 > 1)

avec elle-méme que
60

12+12+(—1)2+b2+(—b)2:2—0:3 = b=0.
Parce que (6, 1) 4, = (1)(3)(1)+ (15)(—=1)(1) +(20)(0)(1) + (12)(¢)(1) + (12)(1 = d)(1) = 0, alors ¢ = d.
Parce que ¢ € R et en utilisant la proposition 3.11, nous obtenons en considérant la classe cla.(5) avec
elle-méme que

60 1++v5 1 5
12+(—1)2+02+(1—c)2:ﬁz5 = c= 2\[ et l—c= :1:2f.
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Nous avons ainsi obtenu toutes les valeurs des caractéres. Nous noterons 8’ par ¢ 1 et ” par ¢3 2. La table
des caracteres de Ag est

1>1>1>1>1 | 2>2>1 | 3>1>1 5/ 5"
1 1 1 1 1 1
Yy 4 0 1 -1 -1
Vs 5 1 -1 0 0
¥31 3 -1 0 (1+v5)/2 | (1-v5)/2
3.2 3 -1 0 1-v5)/2 | (1++5)/2

Noter que nous pouvons réaliser les représentations de degré 3 de Ay en considérant A5 comme le groupe
des isométries préservant 1’orientation d’un dodécaedre régulier. En effet, il suffit de noter qu’il y a cing cubes
inscrits dans le dodécaedre et dont les sommets sont parmi ceux du dodécaedre. Une isométrie permute ces
cubes et nous obtenons ainsi une permutation qui est dans As. Ceci nous donne un isomorphisme avec As.
Nous pouvons alors associer aux éléments de As des matrices orthogonales SO3(R).

8.4 Considérons maintenant la situation générale suivante. Soient un groupe fini G et un sous-groupe
H d’indice [G : H] = 2. Rappelons que dans ce cas H est normal dans G. Nous voulons décrire les classes
de conjugaison de H en utilisant celle de G.

Pour toute classe de conjugaison clg(g) de G, une seule des deux alternatives suivantes peut se produire:
soit clg(g) N H = 0, soit clg(g) € H. Nous obtenons ceci parce que H est normal dans G. Cependant si
cla(g) C H, alors clg(g) n’est pas nécessairement une classe de conjugaison de H

Définition 8.5 Une classe de conjugaison clg(g) de G contenue dans H est dite scindable dans H si et
seulement si clg(g) n’est pas une classe de conjugaison dans H.

Lemme 8.6 Soit une classe de conjugaison clg(g) de G contenue dans H et scindable dans H. Alors
clg(g) est la réunion disjointe des deux classes de conjugaison clg(g), clg(rgx™'), ot x est un élément de
G\ H.

Preuve: Nous avons que G = H[[ Hz, car [G : H| = 2, ou x est un élément de G \ H. Ainsi

ca(g) ={ygy™" |y € G} = {hgh™" [ h € H} U{hagz™"h™" | h € H} = clyy(g) Ul (zgz™").
11 suffit maintenant de vérifier que clz(g) N clg(zgr=!) = 0. Sinon nous avons que cly(g) = cly(zgr™!) et
la classe clg(g) n’est pas scindable contredisant notre hypothese.

8.7 En résumé, chacune des classes de conjugaison de G sont d’un et un seul des types suivants:
(a) cla(g) NH = 0;

(b) cla(g) C H et clg(g) n’est pas scindable et

(c) clg(g) € H, clg(g) est scindable et clg(g) = clg(g9) [ clg(zgz=1), on z € G\ H.

Comme chaque classe de conjugaison de H est inclus dans une unique classe de conjugaison de G, nous
obtenons que ’ensemble des classes de conjugaison de H est la réunion disjointe des ensembles

{cla(g) | cla(g) C H et cla(g) n'est pas scindable }

et
{clu(g), clu(zgz™") | clg(g) € H et cla(g) est scindable}
ou x est un élément fixé de G\ H.
Proposition 8.8 Soit un partage « : 1%12%2 ...n% de n. Alors la classe de conjugaison clg, (a) de

Sp correspondant o « est contenue dans A, si et seulement si 1 + a2 + ...+ a, =n  (mod 2). Dans ce
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dernier cas, nous avons que clg, («) est scindable si et seulement si toutes les parts de « sont impaires et
distinctes, i.e. a; =0s11=0 (mod2) eta; <1sii=1 (mod 2).

Preuve: Notons que la valeur de e sur les k-cycles est (—1)*~1 . 1l est alors facile de vérifier que la
valeur () de € sur la classe clg, (o) est

Donc dlg, (o) C Ay, si et seulement si e(a) = 1, i.e. si et seulement si a3 + @z +...+a, =n  (mod 2).

Supposons maintenant que clg, (o) C A, et soient w,w’ € clg, (o). Nous allons premiérement montrer
que si agg > 0 ou encore asggr1 > 1 pour un entier k, alors w et w’ sont conjugués dans A,, i.e. il existe
x € A, tel que w' = zwr~!. Comme w,w’ € clg, (a), alors il existe y € S, tel que w’ = ywy~'. Bien
entendu, si y € A, nous obtenons le résultat en posant x = y. Il nous faut considérer le cas ou y & A,,.

1

Si g, > 0 pour un entier k, alors w a au moins un (2k)-cycle ¢. Comme cwe ' = w, e(c) = —1 et

ycwc‘ly_l = w’, nous obtenons que x = yc € A, et w’ et w sont conjugués dans A,.

Si aag+1 > 1 pour un entier k, alors w a au moins deux (2k+1)-cycles. Notons deux de ces (2k+1)-cycles
par (a1,a2,...,a2k+1) €t (b1,b2,...,bop+1). Nous avons que {ai,as,...,ask+1} N {b1,ba,...,bar11} = 0.
Considérons 'élément z = (a1, by)(az,b2) - - (agki1,barr1). Alors zwz=! = w, e(z) = —1 et yzwz"ly=t =
w’, nous obtenons que x = yz € A, et w’ et w sont conjugués dans A,.

Nous devons maintenant considérer le cas ou toutes les parts de « sont impaires et distinctes et montrer
que la classe clg, («) est scindable lorsque clg, (o) C A,,. Comme n > 1, alors il existe un entier k& > 1 tel que

agk+1 = 1. Ainsi w a un (2k + 1)-cycle (a1, as, ..., azr+1). Considérons maintenant I’élément w’ € A,, dont
tous les cycles sont ceux de w sauf le (2k + 1)-cycle (a1, as, ..., asr+1) qui est remplacé par le (2k + 1)-cycle
(a1,a9,...,a26—1,02k+1,02k). w et w’ ont le méme type cyclique, mais ne sont pas conjugués dans A,. Si

u € S, est tel que w’ = uwu~!, alors u ¢ A,. Si nous considérons la factorisation en cycles disjoints de w,
ie. w=rciea---cp, ol ¢1 est le (2k + 1)-cycle, alors u est de la forme

u = (agk, azp41)cy tcy? - cp” ol mi,ma,...,my €N.
Comme chacun des cycles de w est de longueur impaire, alors €(¢;) = 1. Finalement e(u) = —1 et u &€ A,,.

Donc la classe clg, (o) est scindable. La proposition est démontrée.

Exemple 8.9 Considérons les classes de conjugaison de Ss: clg, (1°), cls, (1321), cls, (1122), clg, (1231),
cls, (2131), clg. (1'4) et clg,(5!), alors celles contenues dans As sont clg,(1°), clg, (112%), clg,(123') et
cls,(5%). Une seule parmi celles-ci est scindable: clg, (5'). Nous obtenons ainsi les 5 classes de conjugaison
de As présentées en 8.2.

8.10 Revenons a notre situation générale, i.e. celle d'un groupe fini G et d’'un sous-groupe H d’indice
[G : H] = 2. Nous voulons analyser la restriction des caracteres de G & H. Notons par 7 : G — G/H la
projection canonique. Dans notre situation, G/H est isomorphe & {+1}. Nous obtenons ainsi un caractére
e=7n:G — G/H =~ {£1} de degré 1 de G. Nous avons que

1, sige H,;
£(9) _{—1, sige G\ H.
Ainsi H = ker(e).
Définition 8.11 ¢ : G — {+1} est appelé le caractére signe de G.

Notation 8.12 Etant donné un caractére X : G — C de G, alors nous noterons le caractere ex : G — C
par .

Définition 8.13 Un caractere irréductible x : G — C de G est dit étre scindable dans H si sa restriction
[x1%] au sous-groupe H est réductible.

Proposition 8.14 Soit un caractére irréductible x : G — C de G.
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(a) Si X' # x, alors nous avons que [x 1G] = [x' 1%], que le caractére [x |G] : H — C de H est
irréductible et que le caractére induit de cette restriction [[x %] 14] = x + X' comme décomposition en
irréductibles.

(b) Si x' = x, alors x(g) = 0 pour tout g € G\ H, le caractére x de G est scindable, le caractére [x |F]
est la somme de deux caractéres irréductibles distincts: 11 : H — C, 1o : H — C de H, 1i.e. [Xlg} = Y1 +1o
et les caractéres induits [115] = 2 1%] = x comme décompositions en irréductibles. De plus, siz € G\ H,
alors “1hy = by et Tahy = 11, d.e. Py et Py sont conjugués. Rappelons que “i;(zhx=t) = 1;(h) pour i =1,2.

Preuve: Notons premierement que

geqG

_ %([Xlg], LG + Tcl;| > Ixta)lP

geG\H

Comme

> x@P >0, (Gl Wlghe eN et (lF) lfDa > 1,
geG\H

alors ([x 1%, [x 14 € {1,2}. Dans le cas ot ([x |5, [x |%])x = 2, nous avons que x(g) = 0 pour tout
g € G\ H. Dans le cas out ([x1%], [x1%])m =1, alors il existe un élément g € G \ H tel que x(g) # 0.
Notons aussi que x'(h) = ¢(h)x(h) = x(h) pour tout h € H et x'(9) = €(g)x(9) = —x(g) pour tout
ge G\ H.
(a) Si X' # x, alors nous avons [x' |§] = [x |§] par ce qui précede. 11 existe un élément g € G\ H tel que

X' (9) = €(g9)x(g9) # x(g) et conséquemment x(g) # 0. Par notre remarque initiale, ([x |G], [x [G])g =1 et
nous obtenons ainsi que le caractere [y |4] de H est irréductible. Pour calculer le caractere induit [[x |%]1%],
notons que

[[Xl%]T?fz](g):|le,| > xaga).

a:*lyzeH

Si g € H, alors 2 'gx € H pour tout = € G, parce que H est normal. Si g &€ H, alors " 'gx & H pour tout
x € G; sinon il existe = tel que x~'gx € H, alors ¢ = zx~'gxx~' € H contredisant notre hypotheése. Nous
obtenons que

(X LG115](9) = |§||x(g) =2x(g9), sigeH et [x|G]19](9)=0 sigeG\H
et ainsi que [[x %] 1% = x + x-

(b) Si x' = x, alors x'(g9) = €(9)x(9) = —x(g9) = x(g) pour tout g € G\ H et conséquemment x(g) = 0
pour tout g € G\ H.

A cause de notre remarque initiale, nous obtenons que

1= (0 e = (G DGDn = (I 1D =2

De ceci, nous obtenons que le caractere x de G est scindable dans H, ainsi que [x Lf]] = 1 + 12 ou
1,9 1 H — C sont des caracteres irréductibles distincts.

Par le théoréme de réciprocité de Frobenius (théoreme 6.11), ([¢11%], X)a = (¥1, [x 1G]z = 1. Ainsi

[11571(e) = 2¢1(e) = x(e) = vi(e) +42(e) = Wule) = yale).
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